QUELQUES ELEMENTS D'HISTOIRE DES
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«Ces idées sont trés élémentaires ; néanmoins, il n'est pas
si aisé qu'il pourrait le paraitre d'abord de les établir d'une
maniére bien lumineuse, et d'y donner cette généralité que
demande leur application aux calculs. On ne peut d'ailleurs
douter de la difficulté du sujet, sil'on réfléchit que les sciences
exactes avaient été cultivées pendant un grand nombre de
siecles, et qu'elles avaient fait de grands progrés avant qu'on
elit acquis les véritables notions des quantités négatives, et
qu'on et congu la maniére générale de les employer».

ARGAND, Essai sur une maniére de représenter les quantités
imaginaires dans les constructions géométrigques, 1806.

Chacun conserve plus ou moins dans un coin de sa
mémoire des moments de son éducation mathématique ; parmi ceux-
ci, il y a fort probablement une petite place pour les négatifs. Pour
certains, qui ont continué longtemps de pratiquer les mathématiques,
ou les pratiquent toujours, les négatifs sont devenus tellement anodins,
que peut-éire, ils ont perdu le souvenir de leurs premiéres interrogations.
Pour d'autres, cela fait parties des notions obscures, sur lesquelles ils
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ont appris des régles, parce qu'il fallait bien s'en sortir, mais sans trop
comprendre le fond des choses, sans trop en parler pour autant, car
dans tous les cas, les nombres négatifs font partie des notions élémentaires
des mathématiques, c'est un fait acquis.

Et pourtant est-il si facile d'admettre que - 5 soit inférieur 82 ?
(Pourquoi une dette de 5 euros serait-elle plus petite qu'un gain de deux
euros ?). Comment peut-on ajouter quelque chose & 5 pour obtenir 2 ?
Comment la lettre "a" peut-elle désigner quelque chose de négatif, alors
qu'iln'y a aucun signe " - " ?

Argand, un mathématiciens frangais important du XIX® siecle,
notait qu'il avait fallu plusieurs siécles pour acquérir "les véritables
notions des quantités négatives." Et lui-méme ne congoit pas le nom-
bre négatif.

Clest bien 1a la question : qu'est-ce qu'un nombre négatif ?

Il est habituel de penser que les mathématiques, et le nombre
en particulier, se sont construits sur des observations concretes. Dans
ce cas, il n'y aurait sans doute aucune raison pour que les nombres
négatifs aient jamais été introduits.

Considérons par exemple le nombre "deux". Nous pouvons le
penser comme une sorte de propriété abstraite de tous les ensembles
de deux objets ; ce qui déja, en soi, est une pensée profonde. Ajouter
deux pommes a trois pommes est une chose. Mais, penser qu'il existe
une propriété des nombres deux et trois, qui s'applique a tous les
ensembles de deux ou trois éléments, et que "2 + 3 = 5" est un théoreme
général, valable dans tous les cas, que l'on considére des ensembles
de pommes, de livres, de bonbons, ...cette pensée caractérise le passage
du comptage a l'abstraction mathématique.

Nous nous apercevons bien que la notion abstraite de nombre
positif pose elle-méme des difficultés non triviales de conceptualisation.
Or, les nombres négatifs n'ont pas ce type de représentation concréete
sur laquelle on peut construire une abstraction. Méme si nous pensons
aux notions "élémentaires” de dettes et de gains, il sera plut6t question
d'une dette de 3 euros et non pas un gain de - 3 euros !

Il n'est pas étonnant alors que l'introduction des nombres
négatifs ait demandé de longs siécles d'interrogation.

L'introduction conceptuelle des nombres négatifs a été
effectivement un processus d'une lenteur surprenante.

Nous vous proposons, par un regard sur l'histoire, de mieux
comprendre ces siécles d'interrogation, et de saisir peut-étre mieux ce
qu'est un nombre négatif, voire, un nombre tout simplement.
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[Inous viendra trés vite a I'idée que le premier obstacle a la notion
de négatif est l'absence du "zéro".

Il ne peut y avoir bien stir de nombre négatif sans la présence d'un
zéro. Il semble assez répandu que, par exemple les Hindous, ont utilisé
le zéro bien avant nous. Donc peut-étre connaissaient-ils déja les négatifs
? Nous y reviendrons.

Cependant, en Europe, les mathématiciens disposent du zéro
depuis le XIV® siecle, et il faudra attendre la fin du XV° siécle pour
voir apparaitre des étres numériques non positifs, qui ne seront pas
pour autant acceptés comme nombres a part entiére. Tres rapidement
les regles d'utilisation seront établies, et les mathématiciens
manipuleront ces étres numériques, mais ils en auront une
compréhension trés partielle, avec d'étonnantes lacunes. On leur dénie
'existence en tant que quantités réelles. Ils seront longtemps un outil
de calcul, facilitant la résolution des équations, pour lesquelles par
ailleurs on ne retiendra que les solutions positives.

Plusieurs obstacles peuvent expliquer cette difficulté de
reconnaissance :

Un des obstacles le plus évident sera le zéro absolu, en dessous
duquel il n'y a rien.

Cette difficulté est particuliérement pointée, par exemple par le
mathématicien francais Lazare Carnot (1753-1823), membre de
l'académie des sciences et mathématicien renommé :

«Pour obtenir réellement une quantité négative isolée, il
faudrait retrancher une quantité effective de zéro, oter
quelque chose de rien : opération impossible. Comment donc
concevoir une quantité négative isolée ?».

Géométrie de position, 1803.

Un auteur de manuel de mathématiques, du XIX® siécle, (F.
Busset) ira jusqu'a faire porter 1'échec de l'enseignement des
mathématiques en France sur I'admission des quantités négatives. Il
est choqué que l'on discute de savoir s'il existe " des quantités plus
petites que rien". C'est pour lui " le comble de 'aberration de la raison
humaine ".

Il existe une sorte d'empéchement de manier le zéro origine, a
coté du zéro absolu.

Dans les textes précédents, il a pu étre noté que I'on ne parle pas
de nombres négatifs, mais de quantités. Les nombres ne peuvent étre que
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positifs ; longtemps, ce seront les quantités qui pourront étre négatives
ou positives. Une quantité négative se définit par une opposition & une
quantité positive : un chemin dans une direction, un chemin dans la
direction contraire ; un gain, une dette ...

Clest cette lente naissance des quantités négatives, et les obstacles
qu'il a fallu franchir pour atteindre la notion abstraite de nombre négatif,
qui font I'objet de ce qui suit.

UTILISATION DES NOMBRES NEGATIFS EN MATHEMATIQUES.

Ainsi que nous ['avons évoqué, il est courant d'estimer que la
notion de nombre négatif est née de besoins comptables (gains et dettes)..

Les chinois semblent avoir utilisé depuis le premier siecle de notre
ére les " nombres négatifs ". Sur les tables a calcul, le plus souvent, des
baguettes noires les représentent ; des baguettes rouges représentent les
positifs. Cependant ils n'apparaissent que comme des auxiliaires de
calcul, il n'y a pas de nombre négatif dans les énoncés de problemes, il
n'y en pas non plus dans les réponses.

IIs apparaissent aussi chez les mathématiciens indiens (Hindous)
des VI° et VII® siécle ; par exemple nous les trouvons dans les écrits de
Bramagupta (VII° siécle). [l y enseigne la fagon de faire des additions,
des soustractions, etc... sur les biens, les dettes, le néant.

«Une dette retranchée du néant devient un bien, un bien
retranché du néant devient une dette».

Notons ici que 'obstacle soulevé par Carnot n'existe pas, mais
qu'iln'est pas évident que la dette soit vraiment énoncée en "négatif".

Lesregles de calcul sont données; mais on ne se préoccupe pas de
les justifier.

Les "nombres négatifs" vont ainsi apparaitre dans les calculs, et
les mathématiciens tout au long de I'histoire vont s'enhardir a pratiquer
de mieux en mieux des opérations sur ces "nombres", lors méme que les
régles ne sont pas clairement établies.

Enoccident ils apparaissent donc a la fin du XV° siécle, lors de la
résolution des équations, par exemple dans les écrits du mathématicien
italien Cardan (1501-1576)..

«Cardan est encore le premier qui ait apercu la multiplicité
des valeurs de l'inconnue dans les équations, et leur distinction
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en positives et négatives. Cette découverte qui, avec une autre
de Viete, est le fondement de toutes celles d Harriot et Descartes
sur l'analyse des équations, cette découverte, dis je, est
clairement contenue dans son Ars magna. Dés l'article troisieme
il observe que la racine d'un carré est également plus ou moins
le c6té de ce carré, et dans l'article 7 il propose une équation
qui, réduite a notre langage, serait x* + 4x =21, et il remarque
que la valeur de x est également + 3 ou -7, et qu'en changeant
le signe du second terme, elle devient - 3 ou + 7. Ces racines
négatives, il les nomme feintes. Cardan redressera en cela l'erreur
de Pacioli, qui n'ayant fait aucune mention de ces racines
négatives, semble ne les avoir pas remarqué.

J. F. MonTucCLA, Histoire des mathématigues, 1758.

Cependant a la méme époque, d'autres mathématiciens, comme
le frangais Viete (1540-1603), ne donneront que les solutions positives
des équations.

Les réegles de calcul sont construites en prolongement des regles
sur les positifs, et, tout au long de I'histoire, les mathématiciens
pratiqueront de mieux en mieux ces calculs, mais avec une certaine géne,
car il s'agit en fait le plus souvent de régles de calcul concernant des
quantités ou des grandeurs que l'on ajoute ou retranche, et non de nom-
bres positifs ou négatifs.

Cardan exprime ainsi ses doutes:

«C'est un simple conseil de ne pas confondre les quantités
défaillantes avec les quantités abondantes. Il faut ajouter entre
elles les quantités abondantes, ajouter entre elles aussi les
quantités défaillantes, et retrancher les quantités défaillantes des
quantités abondantes, mais en tenant compte des especes, c'esta
dire n'opérer que sur des semblables ; combiner les nombres entre
eux, aussi les carrés, de méme les cubes, etc...».

Ars Magna, 1545.

On imagine un peu unlivre de comptes dans lequel on écrit dans
une colonne les dépenses, dans l'autre les recettes, en veillant surtout a
ne pas les mélanger, comme les baguettes rouges et noires des Chinois.

Clairaut (1713-1765), aussi, sur ce sujet, donnent ses régles, dans
ses Lléments d'algebre de 1746 :

131



ANNE BOYE

«On demandera peut-étre si on peut ajouter du négatif
avec du positif, ou plutot si on peut dire qu'on ajoute du négatif.
A quoi je réponds que cette expression est exacte quand on ne
confond point ajouter avec augmenter. Que deux personnes
par exemple joignent leurs fortunes, quelles qu'elles soient, je
dirai que c'est la ajouter leurs biens, que 1'un ait des dettes et
des effets réels, si les dettes surpassent les effets, il ne possédera
que du négatif, et la jonction de la fortune a celle du premier
diminuera le bien de celui-ci, en sorte que la somme se trouvera,
ou moindre que ce que possédait le premier, ou méme
entierement négative».

Ceci met en relief la confusion entre le signe de I'opération et le
signe du nombre, et la différenciation entre ajouter et augmenter,
difficulté qui sont réelles, dés que I'on commence a enseigner le négatif.
Repensons a l'absurdité apparente d'obtenir 2 en ajoutant x 4 5! La
distinction ne sera vraiment faite qu'a la fin du XIX® siécle, mais le
probleme pédagogique persistera.

A partir de I'époque de Viéte, au début du XVII® siecle, les regles
sur le calcul littéral seront parfaitement maitrisées, mais les lettres
représentent toujours des quantités positives et jamais des négatives.
Onne peut donc trouver, comme solution d'une équation par exemple x
=-3;ceserait absurde.

OBSTACLES A LA COMPREHENSION DES NOMBRES NEGATIFS.

Nous avons déja évoqué le probleme du zéro absolu et du zéro
relatif.

Il y a par exemple dans le Dictionnaire de mathématiques de J.
Ozanam, de 1691, une vingtaine de sortes de nombres, les entiers, les
rompus(fractionnaires), les incommensurables, les sourds, ..., et les
négatifs ne sont pas mentionnés. IIs apparaissent dans les résolutions
d'équations, mais ils sont alors qualifiés de racines fausses, feintes, a
coté des vraies, qui sont les positives. La racine fausse est la valeur niée
de la lettre inconnue de 1'équation.

Voici comment Descartes présente les différentes solutions d'une
équation:

«Mais souvent il arrive, que quelques unes de ces
racines sont fausses, ou moindres que rien, comme si on
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suppose que x désigne aussi le défaut d'une quantité, qui
soit 5, on a x + 5 < 0, qui étant multipliée par
X = 9xx+26x — 24 o 0 faitx* — 4x” = 19xx +106x - 120 o 0 ,pour
une équation en laquelle il y a quatre racines, a savoir trois
vraies qui sont 2,3,4, et une fausse qui est 5.

DESCARTES, La géométrie, 1637

Nous remarquerons que dans ce texte, Descartes parle d'une racine
fausse qui est 5.

Les solutions négatives des équations posent des problémes aux
mathématiciens, car il faut les interpréter.

Voici en exemple ce que propose De Morgan (1806-1871), en 1831,
devant des solutions négatives d'un probléme::

«L'expression imaginaire 4—a et l'expression négative
- b se ressemblent en cela que chacune d'elles, lorsqu'elle
apparait comme solution d'un probléme, indique qu'il y a
la quelque inconsistance ou absurdité . Pour ce qui concerne
la réalité de leur signification, toutes deux sont également
imaginaires puisque 0 - a est tout aussi inconcevable que

Un exemple: Un pére a 56 ans et son petit filsen a 29. dans
combien d'années 1'dge du pere sera-t-il le double de celui de
son fils? -

Soit x le nombre d'années ; x vérifie : 56 +x =2 (29 + x).
Nous trouvons x = - 2.

Cerésultat est absurde mais si nous changeons x en - x et
si nous résolvons : 56 - x= 2 (29 - x) nous trouvons x = 2. La
réponse négative montre que nous avons comiis une erreur
dans la premiére formulation de1'équation. Lorsque la réponse
a un probléme est négative, en changeant le signe de x dans
l'équation qui a produit ce résultat, nous pouvons découvrir
qu'une erreur a été commise dans la méthode utilisée pour
former cette équation ou montrer que la question posée par le
probléme est trop limitée».

On admet les quantités négatives dans les calculs, comme
auxiliaires obligatoires, bien qu'elles n'aient aucun sens par elles-mémes.
C'est exactement la méme position que celle des imaginaires (que nous
nommons de nos jours les nombres complexes). Le malaise se manifeste
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particulierement dans les écrits a caractere pédagogique, car les auteurs
n'arrivent pas a donner d'explications satisfaisantes.

Remarquons que jusqu'au XVIII® siécle il y a peu d'occasions de
manipuler des «<nombres» négatifs qui ont un sens physique. En 1730,
Réaumur réalise le premier thermometre scientifique et il faudra encore
un siécle pour que le grand public shabitue a des températures en
dessous de zéro. En 1713, Farenheit s'arrange pour que ces sortes de
températures soient évitées. Dans tous les cas, cependant, il semble aussi
simple d'évoquer une température de 3 ° au-dessous de 0, qu'une
température de-3°;

Certains, malgré tout, gardent des sentiments tres prudents, voire
hostiles devant I'usage des quantités négatives, qui ne sont définitivement
pas des nombres.

Voici comment 'exprime Mac Laurin (1698-1746), dans son Traité
des fluxions, en 1742 :

«L'usage du signe négatif en algébre donne lieu a
plusieurs conséquences qu'on a d'abord peine a admettre et
ont donné l'occasion a des idées qui paraissent n'avoir aucun
fondement réel».

Voici quelques unes de ces idées:
Pascal (1623-1662), dans ses pensées:

«Trop de vérité nous étonne; j'en sais qui ne peuvent
comprendre que, qui de zéro dte 4, reste zéro».
-1 1
Arnauld (un ami de Pascal) : (4 propos de 'égalité T _—1)
«Comment un nombre plus petit pourrait-il étre & un plus
grand comme un plus grand a un plus petit?».

Wallis (1616-1703) : 2
«a étant un nombre positif, le quotient = estinfini; comme
—, estplus grand, le dénominateur étant ;g)lus petit, il est plus
grand que l'infini tout en étant inférieur a zéro, car le résultat
est négatif».

Et voici une réaction franchement hostile, de Francis Maseres,

mathématicien anglais, dans sa Dissertation sur 'utilisation du signe
négatif en algébre (1759):
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«Elles servent seulement pour autant que je sois capable
d'enjuger, & obscurcir la doctrine toute entiére des équations et
a rendre ténébreuses des choses qui sont dans leur nature
excessivement évidentes et simples. Il e(it été souhaitable en
conséquence que les racines négatives n'aient jamais été
admises dans l'algebre ou gu'elles en aient été écartées».
Devant de tels obstacles, se font jour alors des stratégies
d'évitement:
=» Dans l'écriture des équations : par exemple, il y aura plusieurs
types d'équations du second degré, que nous pouvons citer avec notre
écriture algébrique contemporaine:
x*+px=q
x*+q=px
X*=px+q
(x*=pxn'est pas vraiment du second degré) ; le zéro ( 0), comme
solution, mettra trés longtemps a étre accepté puisqu'il signifie " rien".
p et q représentent des nombres, donc ils sont par essence positifs.
= Pour le choix d'axes pour repérer les points : soit on ne tient
pas compte de la partie de courbe correspondant a des x ou des y négatifs
(ex la courbe qui porte le nom de Folium de Descartes, ainsi nommée car
elle représente la cubique d'équation x* + y* = 3axy, avec x et y positifs, ce
qui lui donne la forme d'une feuille. Si l'on considére tous les x et y,
positifs comme négatifs, la courbe n'a plus du tout la méme allure et son
nom ne se justifie plus.), (voir le dessin) soit on s'arrange pour choisir
des axes pour lesquels la courbe considérée ne correspond qu'a des
coordonnées positives. Il faudra attendre le 18° siecle, pour que Mac

Folium de Descartes
sans les coordonnées
négatives

Folium de Descar-
tes
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Laurin, et surtout Euler, expliquent comment I'on peut prendre des
coordonnées négatives ; il s'agit d'une approche timide de ce qui sera
appelé " la droite des réels ".

= Pour ne pas avoir a accepter une solution négative pour un
probleme, presque jusqu'au 20° s, si la résolution d'une équation aboutit
a une solution négative, on conseille de réécrire le probléme ainsi que
nous l'avons vu dans le texte de De Morgan.

PROBLEME PARTICULIER DE LA REGLE DES SIGNES POUR LE PRODUIT.

Voici ce qu'écrivait ]'écrivain frangais Stendhal, dans son roman
autobiographique : La vie d'Henri Brulard", en 1835, pour exprimer son
désarroi face a la régle des signes:

«Mon grand malheur était cette figure :

I
Za

Supposons que RP soit la ligne qui sépare le positif du
négatif, tout ce qui est au-dessus est positif, comme négatif tout
ce qui est au-dessous ; comment, en prenant le carré B autant de
fois qu'il y a d'unités dans le carré A, puis-je parvenir & faire
changer de coté au carré C?

Et, en suivant une comparaison gauche que l'accent
souverainement trainard et grenoblois de M. Chabert rendait
encore plus gauche, supposons que les quantités négatives sont
les dettes d'un homme, comment en multipliant 10 000 francs
de dette par 500 francs, cet homme aura-t-il ou parviendra-t-ila
avoir une fortune de 5 000 000, cinq millions de francs?».

Jusqu'au XIX® siécle, il y a une sorte de nécessité a accepter
que "négatif x négatif = positif", sil'on veut que I'ensemble des calculs
sur tous les nombres soit cohérent.. En fait, il s'agit, ainsi que nous
I'avons remarqué, plus d'une opération sur les signes que sur les
nombres, puisqu'un " nombre " négatif, est un nombre positif précédé
du signe moins. Quoiqu'il en soit, cette nécessité, manipulée
formellement sans probleme, heurte le bon sens, méme si quelques

136



Quelques éléments d’histoire des nombres négatifs

mathématiciens, parmi les plus grands, essaient de donner des
justifications, souvent bannales. Jusqu'a un certain point, le probleme
de la justification n'est peut-étre pas majeur, dans la mesure ot tout
marche bien, ot I'on n'aboutit pas a des contradictions. Il faut arriver
a un certain niveau de réflexion épistémologique, ou se heurter a des
cas ol les propriétés ne marchent pas pour avoir un besoin de
fondements inattaquables.

DES EXPLICATIONS:

Celle de Stevin (1625) : .

P Lwwaltiphd par plus, donme produsd plues, & moins multi-
plic par mewns . donne produidd plas, ¢ plus multiphe par
mouts, ok moins mulriplic par plas, donne ’nLja meins,

Explication du denné Soit8— ¢ mulriplié —7.en
cefte furre : — 7 fois — s font 1-,;5 ( +§, ; ﬁycc ;:e,
comme di¢t le theoreme , — par—, faiét+) Puis—7
t0is 8 failt — 56 (— 56 , par ceque, comme dicteftan
theoreme, — par 4-, faict—) Ec femblablement foit 8
- malriplic paricg, & donncroncproduid@s 71—g5
Puis ajoultez 4- 71 4 3¢,font107. Puisajouttez les—s6
—apfont—r101; Erfoubftnai@ lesor de 197 refte 6,
pour produictderelle mu Iriplication.De laqueile ladif’
pofition des chara@cresde 'operation eftrclle:

Explication dx reguis. 11 faut de-

5—y monftrer par ledit donné, que 4
o mulciplic par 4=, fudt 4, & que—
= ""‘ _,__3;,— par—,faict - & que - par—,ou

73— 45 — par + , faik —. Dewonilranen.

< Le bred mulriplier 8 — g,vaur

. 3s & le mulaplicareur 9 — 7 vaur
23 Maismultiphane 2 par 3, leproduic cft 6; Doneques
Je procluictev defus aufli 6, cft levray produict : Mais
le mefme crtrronyé par multiplicanon,}d ou nousavons
dic quc 4= muleiplié par 4, donne produidk +-, & —
par —donne produiét 4 , & -4 par — , 00— par—-,
donne produict —, doncques le theoreme eft veritable.

Autredemonflrarion geometrique.

D a2 F 7
Soit ABS —; (3
fsavoit AD S —DB
i 5) Puis AC9g—7
N 35 ¥ (a)ﬁ;avoirAEg—E.
C7) leur produit
B G £ CB:oubien fe-
6 2z lenlamaltiplicadon
3 3 precedante ED 72
—EF§6—DGags
Aa2C 7 E - GFyy, Lefguel

Ics nous demonftrerons cftre cgales 2 C Bencefteforre.
Deroutle E D~ GF, foubftru@EF, & DG, refte CB.
Conclufion. Plus doncques mulriplic par plus,donne pro-
duié@ plus. & moins muldplic pacmoins, donne pro~
duict plus, & plus multipli¢ parmoins, ou moins n.lulu-
pli¢ parplus, donne produict moins; €€ qu il falloit de=
monftrer.
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Il s'agit en fait de comparer les aires des rectangles en les prenant
globalement, puis en ajoutant les différentes petites parties, et d'arriver
en quelque sorte en développant (a - b) (c- d) ot a, b, ¢, d sont des réels
positifs & la nécessité d'écrire que (-b) x (-d) = bd.

Celles de Mac Laurin, (1748) enavance sur son temps car formelle,
mais qui constitue une régle sur les signes plus que sur les nombres:

«On pourrait de la déduire la régle des signes telle qu'on
a coutume de 1'énoncer, qui est que les signes semblables
dans les termes du multiplicateur et du multiplicande
donnent + au produit, et les signes différents donnent -.
Nous avons évité cette maniére de présenter larégle, pour
épargner aux commengants l'expression révoltante - par -
donne +, qui est cependant une conséquence nécessaire de
laregle. : on peut, comme nous avons fait, la déguiser , mais
non la contredire ou l'anéantir ; le lecteur, sans s'en
apercevoir, en a observé tout le sens dans les exemples;
familiarisé avec la chose, pourrait-il encore s'effaroucher
des mots ? S'il lui reste la-dessus quelque scrupule, qu'il
fasse attention a la démonstration suivante qui attaque
directement la difficulté.

+a-a =0, ainsi par quelque quantité qu'on multiplie +
a - a, le produit doit étre 0 : si je le multiplie par n, j'aurai
pour le premier terme + na, donc j'aurai pour le second - na,
puisqu'il faut que les deux termes se détruisent. Donc les
signes différents donnent - au produit. Si je multiplie +a-a
par - n, par le cas précédent, j'aurai - na pour le premier
terme; donc j'aurai + na pour le second, puisqu'il faut
toujours que les deux termes se détruisent : donc - multiplié
par - donne + au produit».

Celle de Euler, (1770) , trés naive et peu convaincante.

«IInous reste a résoudre encore ce cas o1 -est multiplié par -
ou, par exemple - a par - b. Il est évident d'abord que quant aux
lettres, le produit sera ab ; mais il est incertain encore si c'est le
signe + ou bien le signe - qu'il faut mettre devant ce produit ; tout
ce qu'on sait, c'est que ce sera l'un ou 'autre de ces signes. Or je
dis que ce ne peut étre le signe-;car-a par + bdonne-abet-apar
-bne peut produire le méme résultat que - a par + b; mais il doiten
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résulter 'opposé, c'est a dire + ab ; par conséquent nous avons
cette régle: + multiplié par + fait +, de méme que - multiplié par-».

Nous comprenons bien qu'il s'agit jusqu'ici réellement de la régle
des signes, puisqu'il n'y a en fait que des quantités négatives, désignées
par unnombre positif, et précédé du signe -. Il ne s'agit pas vraiment du
produit de deux nombres négatifs.

L'explication de Cauchy (1821) accentue cette considération
définissant une regle opérant sur les symboles + et -, donc pas sur les
nombres négatifs.

«D'apreés ces conventions, sil'on représente par A soit un

nombre, soit une quantité quelconque, et que I'on fasse:
a=+A b=-A
On aura:
+a=+A , +b=-A , -a=-A , -b=+A

Sidans les quatre derniéres équations I'on remet pour a et
b leurs valeurs entre parenthéses, on obtiendra les formules

FHA)=HA  H(A)=-A; -(+A)=-A ;- (A)=+A

Dans chacune de ces formules le signe du second membre
est ce qu'on appelle le produit des deux signes de premier. Multi-
plier deux signes |'un par l'autre c'est former leur produit. L'ins-
pection seule des équations suffit pour établir la regle des signes».

Il y a une sorte de confusion entre le signe - qui signifie l'opposé
et le nombre lui-méme qui est peut-étre négatif ; et Cauchy s'appuie en
fait sur le fait que l'opposé de l'opposé est le nombre lui-méme ; iln'y a
pas ici de considération sur le produit de nombres négatifs.

Hankel (1867) dans sa "Théorie du systéme des nombres complexes",
aborde le probléme dans une toute autre perspective, purement formelle.

Les regles de l'addition et de la multiplication doivent étre les
mémes pour tous les réels positifs ou négatifs. Dans cette perspective les
négatifs ont le statut de nombre, a part entiere, et il distingue de fagon
nette le signe - de l'opposé et le signe - de la soustraction. Ce qui est
important c'est de pouvoir multiplier des opposés.

Son explication peut se résumer de la fagon suivante :

O=ax0=ax(b+oppb)=ab+ax(oppb)

0=0x (oppb) = (a+ oppa) x (oppb) = ax (oppb) + (oppa x oppb)

donc:

(oppa) x (oppb) = ab.
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D'autres propositions ont été faites au début du XIX® siecle par
Wessel, Argand ..., donnant une interprétation géométrique des nom-
bres complexes, incluant les négatifs. Tous ces mathématiciens étaient
trés peu connus, et leurs propositions ne seront prises au sérieux que
lorsque les «grands», comme Gauss ou Cauchy, les reprendront a leur
propre compte.

En fait, le bouleversement apporté par Hankel s'inscrit dans la
rupture idéologique de la pensée mathématique de la fin du XIX® siecle
a propos des relations entre les mathématiques et la réalité physique.
Jusque 14, si I'on inventait de nouveaux " nombres " qui choquaient les
idées reques, ils étaient automatiquement qualifiés d'incompréhensibles,
inconcevables, absurdes, sourds, irrationnels, faux, imaginaires...

Hankel rejette cette idéologie. Il accepte que (-3)* > (2)? car ce
résultat est cohérent avec la déduction formelle, et il ne se soucie pas
de ce que cela peut avoir de choquant pour les idées recues. Il n'y a
pas de bon modele pour les négatifs, et Hankel refuse cette quéte.

Le pas tres important qu'il est possible de franchir a I'époque
de Hankel, et qui ne I'était sans doute pas a I'époque de Mac Laurin,
est de pouvoir considérer les nombres non pas liés & une réalité
physique, mais comme des étres mathématiques qui ont certaines
relations entre eux.

«Le nombre n'est plus aujourd'hui une chose, une
substance qui existerait en toute indépendance en dehors du
sujet pensant ou des objets qui en sont 'occasion ; ce n'est
plus un principe indépendant comme l'ont cru les
pythagoriciens. La question de l'existence des nombres nous
renvoie soit au sujet pensant, soit aux objets pensés dont les
nombres présentent des relations. Le mathématicien tient pour
impossible au sens strict cela seul qui est logiquement impossible,
c'est a dire qui implique une contradiction. Il n'est pas besoin de
démontrer qu'on peut admettre des nombres impossibles en ce
sens. Mais siles nombres considérés sont logiquement possibles,
si leur concept est défini clairement et distinctement, s'il est
donc libre de toute contradiction, la question ne peut plus étre
de savoir s'il y a dans le domaine du réel, dans ce qui est intuitif
ou actuellement donné, un substrat pour ce nombre, s'il existe
des objets qui puissent donner matiére aux nombres en tant
qu'ils sont relations intellectuelles d'un certain type».

HANKEL, Théorie du systéme des nombres complexes, 1867.
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Hamilton, en 1835, dans son ouvrage : "Theory of conjugate
functions ; on algebra as the science of Pure Time", soulignera cette
difficulté que, pour comprendre les nombres et particulierement une
propriété comme la regle sur le signe d'un produit, il faut rester dans
le domaine purement formel, et se soustraire a toute référence du
monde physique. Au contraire, insiste-t-il, dans le domaine de la
géométrie, c'est cette référence au monde physique qui permet
d'admettre, sans discussion, par exemple le cinquieme postulat
d'Euclide sur les paralleles.:

Le postulat des paralléeles est admis par tous sans discussion,
parce qu'il peut se " vérifier " physiquement tous les jours ; la régle
des signes, au contiraire heurte le bon sens, donc demande une
justification solide.

Remarquons que Hamilton, l'inventeur des quaternions,
construisait, & I'époque ou il écrivait ce qui précéde, une théorie des
couples qui permettait une sorte de justification algébrique de tous
les "nombres" et qu'il serait conduit a abandonner, pour les quaternions
justement, une propriété qui semblait liée a la notion méme de nom-
bre, a savoir la commutativité du produit. Soulignons aussi qu'a cette
méme époque, se mettaient en place des géométries non euclidiennes
battant en bréche le postulat des paralléles.

Notons enfin que Hankel est de ceux qui travailleront sur les
idées de Grassmann, qui contribua largement a la construction des
vecteurs et espaces vectoriels, sur un mode assez différent de Hamilton.

Cesnouvelles considérations sur les nombres firent leur chemin
trés lentement, et au début du XX° siécle persistait toujours une méfiance
et une certaine difficulté a expliquer les nombres négatifs, dans les
manuels scolaires en particulier.

A lafin de cette promenade au pays des nombres, nous devrons
sans doute nous convaincre que les mathématiques servent a résoudre
des problémes théoriques ou abstraits, et non des problemes concrets.
La difficulté réside, en fait, dans les relations entre la réalité physique et
sa modélisation mathématique.

PPN
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