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«Todo concepto de Dios es vana palabreria.
Pero la idea de Dios es la idea de todas las ideas»
Fr. Schlegel

INTRODUCCION

Alemania es, en 1800, un conglomerado de casi 250 «estados»: reinos y princi-
pados, condados y obispados, ciudades libres, etc. Todos ellos forman el Sacro Im-
perio Romano Germanico, entidad politica ain con reminiscencias feudales y que
va a saltar hecha pedazos ante el avance de los ejércitos napoleénicos, portadores de
las ideas de la Ilustracién y de la Revolucion Francesa. Napoleon Bonaparte, el
vencedor de Marengo, desde sus treinta afios contempla el siglo que comienza, dis-
puesto a conquistar el mundo. Beethoven, Holderlin y Hegel, todos ellos nacidos
también en 1770 celebraran en algin momento la figura del indémito corso. En Wei-
mar, Goethe acaba de cumplir la cincuentena y observa el cambio de siglo con sere-
nidad no exenta de nostalgia. Lejos quedan los tiempos de su « Werther» (1774), con
la que alcanzé fama universal e impulsé el movimiento roméntico. I. Kant, respeta-
do y admirado, es un anciano que alin pasea por los puentes de su ciudad natal,
Kéenigsberg y que es consciente de la importancia de su obra. La «Critica de la
Razén Pura» abre una nueva época en la historia del pensamiento al delimitar el
campo de la metafisica.
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Pero la Razén, diosa del siglo que termina, se revela impotente ante la inmensi-
dad de lo Real y la complejidad de la Vida. Lo no racional, lo inefable, exige su parte
y tiene lugar la explosién romantica ...

(Como abordar nuestro tema «La matemaética alemana en la cultura del siglo
XIX»? ;Coémo ligar las matematicas con Goethe y Novalis, con Wagner y Nietzs-
che?: voy a intentarlo a través del concepto de INFINITO, presente en el niimero
irracional de Dedekind; en la melodia sin fin del «Tristan e Isolda» wagneriano; en el
anhelo de plenitud del Fausto de Goethe. El concepto de infinito es comun a las
Matematicas y a la Teologia, a la Musica y a la Filosofia. No es por casualidad que
Alemania haya dado los mas grandes representantes de todas estas disciplinas a la
cultura del siglo XIX.

JPor qué esa atraccion por lo desmesurado en el espiritu aleman?

La cultura griega se caracterizo justamente por lo contrario. Su Cosmos era
finito, sus dioses tenian atributos de perfeccion, pero entre ellos no figuraba el de la
infinitud. El arte que mas se desarrolla es el de la escultura, en donde la armonia de
las proporciones nos habla de un mundo limitado, sereno, apolineo. Pareceria pues
contradictorio con todo la anterior, el constatar la enorme influencia de la cultura
griega en el mundo germanico durante el periodo 1700-1900. Goethe y Schiller
aspiran a una Alemania que sea la resurreccion de la Grecia antigua. Pero, y aqui esta
la gran diferencia, una Alemania cristiana. El Dios de San Agustin si tiene los
atributos de infinitud (jy los ejerce en la contemplacion del infinito actual!®).

Galileo y Leibniz, desafiando el precepto aristotélico, se atreven a concebir el
«infinito en acto», y toda la matematica del siglo XVIII sera un hacer florituras con
los «infinitésimos», l6gicamente aberrantes, pero de una indudable utilidad para la
ciencia fisica. Gauss (1777-1852), gran figura de la matematica alemana de la pri-
mera mitad del siglo XIX (2) expresa su oposicién a que se utilicen los «infinitos
actuales». En una carta a Heinrich Schumacher escribe en 1831:

«Pero con respecto a su demostracion, yo protesto sobre todo
del uso que se hace de una cantidad infinita como cantidad
«completar», lo que en matemadticas jamas estd permitido. El
infinito es solo una «fagon de parler», en la que propiamente
deberia hablarse de limites».

Con el concepto de limite, Bolzano, Cauchy y Weierstrass consiguen expul-

sar el infinitésimo de la matematica. Aristoteles, con su moderacion finitista, parece
triunfar de nuevo ...
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Pero es un alumno de Weierstrass: Cantor, quien vuelve a introducir el infinito
actual en las matematicas, aunque esta vez dotandolo de rigor. Lo que no quita el
impulso metafisico y teoldgico de su reaparicion. Asi, Cantor observa que:

«La mas excelsa perfeccion de Dios reside en la posibilidad
de crear un conjunto infinito, y su inmensa bondad le lleva a
crearloy.

«A mi entender, sin un granito de metafisica no es posible
fundar una ciencia exacta. Tal y como yo la concibo, la metafisica
es la ciencia de lo que es, es decir, de lo que existe, y por tanto,
del mundo tal y como es en si y no tal y como nos aparece».®

La «Teoria de conjuntos» cantoriana conmociona el mundo de los matematicos
y éstos se dividen entre los que como Kronecker, rechazan de plano la reaparicion
del infinito actual y la existencia de entes matematicos que no se puedan construir en
un namero finito de pasos, y los que como Hilbert saludan la nueva, original y
rigurosa forma de tratar con el infinito matematico y ven con ella abrirse a las mate-
maticas un «paraiso de posibilidadesy.

KANT Y GOETHE: DOS CONCEPCIONES DEL MUNDO

La ascendencia de estos dos colosos del pensamiento sobre el panorama cultural
aleman es enorme. Para comprender estos influjos que unas veces se contraponen y
otras se complementan, citaremos del libro: «Kant y Goethe. Para una historia de
la concepcién moderna del mundo» (1906), de Georg Simmel. )

Observa Simmel al analizar las dos concepciones:

«La idea de que el hombre es fundamentalmente un ser
dualista, y de que el dualismo y el contraste son la forma
fundamental en que el hombre capta los contenidos de su mundo...»

Para Kant, el problema no son tanto las cosas, como lo que sabemos o podemos
saber acerca de ellas:

«Y asi logra unificar los grandes dualismos. naturaleza y
espiritu, cuerpo y alma, limitandose a unificar las imdgenes
cognitivas, cientificas de ellas; la experiencia cientifica, con la
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invariable igualdad de sus leyes, es el marco que abarca todos
los contenidos de existencia en una forma: la de su captabilidad
por el entendimiento».

Frente a esta solucién cientifica, Goethe abogaria por una solucién artistica,
basada en el individuo y en su sentimiento del mundo. Sentimiento de la profunda
unidad entre naturaleza y espiritu.

«Visto desde un punto de vista cientifico-metodico, Kant es,
naturalmente, el pensador objetivo, imparcial, y Goethe el
subjetivo, que configura el cuadro de la existencia guidndose por
su individualidad emocional. Pero filoséficamente, por el
resultado concreto, es Kant el subjetivista que instala el mundo
en la conciencia humana y le asigna las formas de ésta, mientras
que Goethe s6lo reconoce la soberana objetividad de la existencia,
dentro de la cual también el sujeto y su vida son un latido de la
vida universal de la naturalezay.

«La mas profunda diferencia entre ambas individualidades
se refleja en que para Goethe el conocimiento es espontdnea
funcion orgdnica de la vida ... Para Kant, conocimiento es la
sintesis de fuerzas, propiamente extrafias entre si, procedentes
desde los dintintos puntos cardinales del espiritu, en cambio ese
concepto no vale para la imagen que del conocimiento se hace
Goethe, a pesar de que la mentalidad de éste pueda también
calificarse de sintética. Y es que él no agrupa lo antes separado,
sino que sostiene un originario ser unico, anterior a toda
separacion que requiera una sintesis ulterior. La unidad espivitual
que uno y otro, en contraste con el sensualismo y con el
racionalismo, toman como base del conocimiento, es, en el fondo,
para Kant, de orden mecanicista, y para Goethe, por el contrario,
de tipo vitalistay.

Kant no compuso tratado sistematico alguno sobre Filosofia de la Matematica,
sin embargo toda su obra estd impregnada de la problematica matematica y su pensa-
miento al respecto influyd poderosamente en la obra de los matematicos posteriores.

Quiero destacar que para Kant, hacer matematicas, es un acto dinamico y
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constructivo, a través de la experiencia. En matematicas es la razén la que genera
los conceptos, pero la construccion matematica no queda en el ambito de la razon
pura, sino en el de la intuicién posible; su campo es el de la sensibilidad y posee unos
limites perfectamente claros: los de la Naturaleza. Kant diferencia el conocimiento
filosofico, que es un conocimiento racional derivado de conceptos, del conocimien-
to matematico, que es un conocimiento obtenido por construccion de los concep-
tos. Es ésta una diferencia formal clave, porque tanto Ia filosofia como las matemati-
cas tratan de algunos temas comunes: por ejemplo, la naturaleza y la estructura del
Continuo.

Laviday la obra de Goethe son una buena ilustracion de los profundos cambios
que sacuden Europa entre 1750 y 1830. En «Werther» (1775), Goethe es el joven
romantico, insatisfecho con la sociedad que le rodea. En «Los afios de aprendizaje de
Guillermo Meister» (1796), es el burgués que aspira a asimilar los ideales aristocra-
ticos de formacién de una personalidad armoniosa y cultivada en todas sus facetas.
Es el Kulturmensch (el hombre de cultura).

Con el cambio de siglo, el Goethe maduro se va inclinando poco a poco hacia el
clasicismo. En «Los aflos de andanzas de Guillermo Meister» (1829) hay ya en él una
nueva concepcion del individuo, basada en la renuncia a la personalidad total y en la
busqueda de especializacion. Al Kulturmensch sucede el Fachmensch (el especia-
lista). En el «Fausto», hace una reflexion sobre la Ciencia y sobre el ansia de sabidu-
riay sus limitaciones. El viejo Fausto, y con €l Goethe, se consuelan del fracaso en su
intento de aprehender la totalidad del saber y suefian:

«Declina el sol y se hunde en el ocaso; el dia ha fenecido,
pero el radiante astro, siguiendo su carrera veloz, despierta en
otros parajes una nueva vida. jAh!, jque no tenga yo alas para
elevarme mds arriba de la tierra y lanzarme anhelante en pos,
siempre en pos de él! Entonces veria, en un perenne crepusculo
vespertino, el mundo silencioso a mis pies, abrasadas las cumbres
todas de los montes, pldcidos los valles, y el arroyuelo argentino
correr trocada en oro su corriente. La abrupta sierra, con todos
sus despefiaderos, no atajaria entonces mi carrera, semejante a
la de los dioses. Ante los ojos atonitos, extiéndese ya el mar con
sus abrigados senos. Pero el dios tiene trazas de hundirse y
desaparecer por fin en lontananza. Con todo, despiértase un nuevo
impulso, y con apresurado vuelo sigo adelante para saciarme de
sueterna luz. Ante mi el dia; detrds de mi la noche, el cielo arriba,
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las olas abajo. jQué delicioso sueiio! Y en tanto, el astro
desaparece».

EL ROMANTICISMO EN LA PRIMERA MITAD DEL SIGLO XIX

El Romanticismo como fendmeno literario-filoséfico-cultural nace en Alema-
nia, en el ultimo tercio del siglo X VIIL, alrededor del movimiento «Sturm und Drang».
En la antitesis clasico-romantico, corresponde al primero de estos dos términos una
concepcidn de la realidad inmutable, eternamente dada, regida por las normas de una
racionalidad fuera del espacio y del tiempo, siempre y en todo lugar igual a si misma.
El romanticismo presupone, al contrario, el descubrimiento de la individualidad como
Unica realidad verdadera que sea posible conocer y experimentar concretamente.

Para el romantico, la Naturaleza ya no es materia inerte y extrafia gobernada por
leyes mecanicas ciegas, sino un complejo organico con vida propia, cuyo ritmo no es
extrafio a la vida del hombre. Asi, sdlo afindndose con estos ritmos y recogiendo la
respiracion secreta de la naturaleza, podra penetrarse en el sentido de las cosas, expe-
rimentar lo inefable, comunicar con el absoluto. En el ambito de la literatura y del
arte esta antitesis entre antigiiedad (clasica) y cristianismo (romantico), se traduce
en imagenes corpéreas y sensibles de la realidad en el primer caso, y en un mistico
deseo de infinito en el segundo, que en alemén se expresaria con la palabra Sehnsu-
cht, dificilmente traducible a otros idiomas: «mal del deseo», deseo que se nutre de si
mismo y se satisface en la imposibilidad misma de satisfaccion.

Novalis (1772-1801), uno de los promotores del movimiento romantico y genial
poeta, afirma: «4 través de la poesia nace la mds alta simpatia y cooperacion, la mds
intima union de lo finito y lo infinito». En los «<Himnos a la nochey» (1800), Novalis se
distancia de la actitud nostalgica hacia la cultura clasica griega y opone a ésta una
conquista espiritual que en la cultura occidental se inicia con el cristianismo: la re-
conciliacion con la muerte. La noche es la concha oscura, antesala para el alma que
ansia el retorno a la madre universal.®

&... Se habian ocultado los dioses,/ sola y sin vida/ quedaba
lanaturaleza,/ exdnime entre el severo nuimero/y la férrea cadena,/
que se habian tornado leyes/ ... Ya no fue la luz/ la morada de los
dioses/ y el signo de los cielos./ El velo de la noche/ pusieron
sobre si ellos;/ la noche se hizo/ el fecundo seno/ de las
revelaciones.

(del Himno V de los Himnos a la Noche)
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Hélderlin (1770-1843), uno de los mas grandes poetas alemanes de todos los
tiempos. Durante su estancia en el seminario de Tubinga entra en contacto con el
mundo griego: poesia, arte, mito. Alli tiene como compaiieros y amigos a dos gigan-
tes del pensamiento de la época: Hegel y Schelling. Ferviente admirador del mundo
helénico, a la vez que cristiano creyente, Holderlin elabora toda una teoria que le
permite armonizar las dos tendencias, en la que «E/ helenismo y el cristianismo no
son mds que momentos histdricos de un mismo proceso evolutivo de la humanidad.

«Bajo la sombra de los pldatanos,/ donde el Iliso corria entre
las floves,/ los jovenes sofiaban con la gloria,/ donde Sécrates
conquistaba los corazones/ y Aspasia pasaba entre los mirtos,/
mientras los clamores de un gozo fraterno/ resonaba en el Agora
ruidoso/ y mi Platon forjaba paraisos;...»

(del poema «Greciay»)

«jA ti Madre Asia, te saludo!/ bajo la sombra de los bosques
legendarios/ descansas y rememoras tus hazafias/ ... Asi el Verbo
nos llegé del Oriente/ ... y de pronto, desde lo alto de los Alpes/ se
despefia sobre nosotros la Extranjera,/ la que Despierta/ la Voz
que forma a los humanos./ Al principio el estupor helé las almas/
de todos los presentes y la sombra/ cubric los ojos de los mejores./
Pero grande es el poder del hombre/ y con su arte domina el
oleaje, las rocas/ y el impetu del fuego,/ y aunque la espada no
rehuye en su audacia,/ el fuerte cae de rodillas/ ante la presencia
del divino./ Y casi semejando a la fiera/ que llevada por su gozosa
juventud/ ronda sin tregua en la montaria,/ sintiendo en el ardiente
mediodia/ la plenitud de su pujanza./ Pero cuando declina la
sagrada luz/ entre los jugueteos de las brisas,/y cuando su alegre
espivitu/ llega a la tierra venturosa, entonces/ el animal cae
vencido/ por el cumulo de bellezas repentinas/ y se adormece a
medias,/ antes de que aparezcan las estrellas ...

(del poema «En las fuentes del Danubio»)

En 1806, Hélderlin es presa de una oscura demencia de la que ya no se recupera-
ria, muriendo afios después, exiliado en las sombras. Pero mucho antes, habia ya
escrito que: «El hombre es un Dios cuando suefia y un mendigo cuando reflexio-
na.
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Es un amigo de Hoélderlin, Friedrich Schelling (1775), quien dota de base filo-
sofica al romanticismo. La belleza, afirma, es «lo infinito, representado de modo
finito», y el arte constituye la revelacion de lo divino que existe tanto entre las cosas
como en el espiritu humano. Schelling encabeza la reaccion contra el kantismo, con-
tra la tradicion nacida en el siglo XVII, para la cual el saber humano quedaba reduci-
do a las formulaciones mecanicas y matematicas dominantes en las ciencias natura-
les.

Para Schelling el Arte no es una imitacion de la naturaleza ni la realizacion de un
ideal abstracto concebido por el pensamiento puro, sino que es la representacion del
principio oculto que anima a las cosas. La Naturaleza es un espejo del espiritu uni-
versal y el Arte es su imagen mas elevada y més clara. Su objeto es revelarnos esa
fuerza divina que actiia en el mundo y que reside también en el fondo de los seres y de
las oposiciones aparentes del mundo real.

La influencia de Schelling en el desarrollo de algunas ramas de las ciencias
naturales fue notable (la Biologia y la Quimica), desde su cargo de presidente de la
Academia Real de Ciencias de Munich. All{ se entrega a los mas audaces suefios
sobre una humanidad futura, que lleve la Ciencia a la fuente de 1a Poesia y cree una
nueva mitologia:

«Ahora bien, si el unico arte es aguel que logra convertir en objetivo con valor
universal, lo que el filésofo no puede representar mds que subjetivamente, para ex-
traer esta conclusion cabe esperar que la filosofia, que fue producida y nutrida por
la poesia en la infancia del saber, y junto con ella todas las ciencias que por interme-
dio suyo han llegado a la perfeccion, una vez que han alcanzado su plenitud, volve-
rdn como otros tantos rios a aquel universal océano de la poesia, de donde habian
salido. No resulta dificil decir de un modo general cudl serd el intermediario del
retorno de la ciencia a la poesia, ya que tal intermediario existio en la mitologia,
antes de que ocurriese esta separacion, que en la actualidad parece inconciliable.
Sin embargo, como puede nacer una nueva mitologia, que no sea creacion del poeta
individual, sino de una nueva estirpe, que actile casi como si fuera un unico poeta,
constituye un problema cuya solucion solo se puede esperar de los futuros destinos
del mundo y del curso posterior de la historiay.

LA ENSENANZA EN EL ESTADO PRUSIANO.
LA UNIVERSIDAD ALEMANA DEL SIGLO XIX

La situacién de Prusia tras la derrota frente a Napoledn en 1806 es vivida por los
contemporaneos como una época de crisis. FICHTE, en su «Discursos a la nacién
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alemanay, elabora un programa en el que sostiene la tesis de que Alemania se recu-
peraria de la derrota politico-militar a través de un relanzamiento moral y cultural.

En el ocaso del Sacro Imperio Romano Germéanico, en pleno apogeo del pensa-
miento de la [lustracién y ante la necesidad de reemplazar una «economia de toda la
casa» por la economia capitalista, en la que es necesario elevar el nivel basico de
cualificacion existente en la sociedad, el Estado Prusiano alza la bandera de la
educacion, creando un Ministerio de Instruccién Publica auténomo y estableciendo
la obligatoriedad de la ensefianza. Ya en 1794, el Codigo Civil General para los
Estados Prusianos imponia a todos los padres de familia la obligacién de procurar
una adecuada instruccion para sus hijos. Es de destacar que este sistema educativo ya
no va a estar organizado de forma privada, confesional o profesional-corporativa,
sino que es definida como «publica» y en la mayoria de los casos controlada estatal-
mente.

El Bachillerato, introducido en 1788 y reconocido a partir de 1834 como legiti-
macion para acceder a la Universidad, se convertira en Alemania en el eje central de
articulacion del sistema educativo. Por cada 1000 habitantes hay en Prusia/Alemania
1,5 estudiantes de bachillerato en 1830; 4,0 en 1870; 9,6 en 1890; 11,4 en 1910. En
Rusiay Francia, en 1910 hay tan s6lo 3,3 estudiantes de bachillerato. En 1843 ya hay
alrededor de 25.000 maestros que imparten la ensefianza en escuelas elementales a
casi 1,4 millones de escolares, cuyo niimero llega a ascender en 1878 a 4,2 millones.
Alrededor de 1900 en Alemania la asistencia general a la escuela se realiza practica-
mente sin excepciones. El nimero de maestros asciende a mas de 140.000.©

En lo relativo a la ensefianza universitaria, aquel interés por los procesos educa-
tivos, cristaliza en la fundacion de la Universidad de Berlin (1810) por WILHELM
VON HUMBOLDT (1767-1835). Este erudito y eminente estadista fue Director del
Ministerio Prusiano de Instruccién. Hermano mayor del mas famoso de los Humbol-
dt: Alexander, el naturalista y viajero, crea la Universidad de Berlin bajo un nuevo
espiritu humanista y liberal. Modelo de Universidad moderna, desempeifiara un papel
importante en el espectacular desarrollo de la matematica alemana del siglo XIX:
dos grandes generaciones de maestros que formaran escuela perteneceran a la mis-
ma. Jacobi, Dirichlet y Steiner en la primera mitad de siglo y Weierstrass, Kum-
mer y Kronecker en la segunda. Es destacable también por sus importantes contri-
buciones a la matematica, la Universidad de Gottingen, creada por el Rey de Ingla-
terra Jorge I en 1736. En ella, investigaran y enseflaran grandes matematicos como
Gauss, Dirichlet, Riemann, Klein y Hilbert.

La creacién de revistas especializadas contribuyd también grandemente al desa-
rrollo de las matematicas. En particular, la creacion del Journal fiir die reine und
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angewandte Mathematik, el famoso JOURNAL DE CRELLE, fundada en 1826
por Leopold A. Crelle (1780-1855), matematico e ingeniero prusiano.

SITUACION DE LA MATEMATICA A COMIENZOS DEL SIGLO XIX

La matematica a comienzos del siglo XIX goza de buena salud y es ya una disci-
plina altamente respetada por su condicion de «verdadera» y exacta. Francia, y en
particular Parfis, son el centro neuralgico de su desarrollo, que tienen en Cauchy a su
maximo representante. En Alemania, otra gran figura de las matematicas, Gauss,
trabaja en Gottingen, creando una escuela que junto al poderoso esfuerzo educativo
puesto en marcha a instancias de Fichte y von Humboldt entre otros, culminara en la
impresionante eclosion de la matematica alemana de fin de siglo, base de toda la
matematica actual.

Crecida impetuosamente durante el siglo XVIII, la matemética es un gigante con
los pies de barro. La necesidad de una fundamentacion es sentida por todos. El uso
de cantidades infinitesimales que se desvanecen, auténticos «fantasmas» denuncia-
dos por Berkeley a mitad del siglo XVIIL, va poco a poco repugnando a la sensibili-
dad y buen criterio de los matematicos. El concepto de limite va perfilandose paula-
tinamente hasta que con Weierstrass y su notacion (g-6) asume la formulacion de
todos hoy conocida.

La matematica, al igual que las otras ciencias, tiende a independizarse en ese
proceso de especializacién, que va a dominar todo el siglo, y que tan bien supo captar
Goethe. Concretamente, la matematica tendera a sacudirse el yugo de lo «real», e
irrumpira lo «abstracto» dando curso libre a la creatividad, al igual que en las artes
plasticas. Después de dos mil afios de intentos frustrados de demostrar el famoso
quinto postulado de Euclides a partir de los cuatro primeros, se empieza a sospechar
de su independencia con respecto a ellos. Pero es tan duro aceptar lo contingente e
hipotético de la Geometria Euclidea, que Gauss no publicara sus resultados sobre geo-
metrias no euclideas y habrd que esperar al segundo tercio del siglo para que la comuni-
dad matematica contemple incrédula las investigaciones de Bolyai y Lobachewski.

El otro gran tema pendiente es el de la estructura matematica del continuo,
del numero real. En el siglo IV (a.c), Eudoxo, el gran dominador del infinito en Ia
matematica griega, habia sorteado con magistral pericia las dificultades creadas, por
el descubrimiento de magnitudes inconmensurables, para la teoria de la semejanza en
geometria. Con su Teoria de las proporciones (Libro V de los «Elementos» de Eucli-
des) Eudoxo justificé el uso de razones de magnitudes inconmensurables, sin osar
por supuesto considerar a estas razones como niimeros. Galileo, temeroso en el cum-
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plimiento del rigor matematico, aun usa de la ciertamente engorrosa definicién V del
Libro V de Euclides 7, y es Descartes, quien acogiéndose a la garantia y bondad del
Dios cristiano, usa libremente y sin rigor los numeros irracionales, practica que se
extendera hasta que Dedekind, con un procedimiento muy similar al empleado por
Eudoxo, «invente» el niumero real, dandole certificado riguroso de existencia.

Ligado con lo anterior esta el concepto de funcion de variable real, verdadero
paradigma de la matematica en la era moderna. Inicialmente ligada a su representacion
grafica y a la Geometria, va lentamente convirtiéndose en funcion-correspondencia, a
medida que van surgiendo «patologias» en el comportamiento de su grafica. Justamen-
te, estudiando ciertos dominios de funciones reales, esto es, ciertos subconjuntos de
numeros reales, Cantor se interesard por la comparacion de conjuntos infinitos, crean-
do con la teoria de conjuntos y sus nimeros transfinitos, un lenguaje matematico
que insertara rigurosamente el infinito en una totalidad actual y estatica.

LA MATEMATICA ALEMANA (1800-1850)

Destacaremos en este periodo las figuras de Bolzano, Dirichlet y Riemann,
haciendo especial hincapié en el primero, injustamente tratado hasta hace poco tiem-
po por la historiografia de Ja matematica.

BOLZANO (1781-1848)

Bernhard Bolzano, matematico, fildsofo y tedlogo, este cura checoeslovaco na-
cid y vivid en la ciudad de Praga. Desde muy temprana edad se interesd en los funda-
mentos de la geometria; en particular por los conceptos de punto, linea, superficie y
solido. Para ello tuvo que hacer frente también al siempre probleméatico concepto de
continuidad.

Durante el periodo de 1796 a 1804 se forma intelectualmente, siguiendo estu-
dios de matematicas y filosofia. Esta interrelacion va a ser una constante en toda su
vida creativa, estando siempre mas interesado en la fundamentacion logica de las
matematicas ya existentes que en la creacion de nuevos resultados. El propio Bolza-
no, en un relato autobiografico, nos habla de dos obras que tuvieron gran influencia
en su pensamiento: el libro de Baumgarten «Metaphysica» (1779) que es un com-
pendio de la filosofia de Leibniz-Wolff; y un libro de texto de mateméaticas muy
famoso en la Alemania de la segunda mitad del siglo XVIII su autor: Abraham
Kistner. En él aprendié Bolzano la aritmética y la geometria, la trigonometria esfé-
rica y la perspectiva.
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En 1804 publica su primer libro, en el que expone sus ideas sobre la geometria
elemental, que ird desarrollando a lo largo de toda su vida. En el prélogo, Bolzano
resalta la importancia de la teoria y del rigor en las matematicas y su utilidad para
organizar y fortalecer la mente de los jévenes estudiantes. Sefiala las deficiencias
l6gicas de los «Elementos» de Euclides y la carencia de unos supuestos teoricos
sobre la continuidad, que Euclides usa intuitivamente®. Bolzano se impone como
reglas metodologicas: 1°) No dar nada por demostrado, incluso cuando parezcan existir
evidencias que hagan innecesaria la demostracion; 2°) Una demostracion no sera
satisfactoria si usa conceptos extrafios a los contenidos en la tesis. Uno de tales con-
ceptos extrafios a la geometria, segiin Bolzano, es el de flujo o movimiento. Aborda
el problema del postulado de las paralelas y aunque, obviamente, no consigue de-
mostrarlo, en ningiin momento duda de tal posibilidad. Aparentemente Bolzano esta
muy lejos de concebir una geometria no euclidea. En 1817 demuestra el importante
teorema que lleva su nombre y que dice:

«Si f{x) y g(x) son dos funciones continuas y se tiene que
fla)<g(a) y f(b)>g(b), entonces existe un x entre a 'y b tal que
169 =g(0)».

Bolzano afirma que para una demostracién correcta de este teorema necesita una
definicion correcta de continuidad, definicién que da a continuacion y que es la pri-
mera en la que no aparecen los infinitésimos: «f{(x) es continua en x, si f(x+h)-f{x) es
en valor absoluto menor que una fraccion arbitraria 1/N, siempre que tomemos h
suficientemente pequeria».

Para probar su teorema, Bolzano necesita de un Lema, basico en la construccion
de los nimeros reales, y que dice:

«Si M es una propiedad no verificada por todos los valores
de la variable x, pero que si lo es para todos los valores menores
que un cierto u, entonces existe un U que es el mayor de los que
verifican que todo x mads pequerio que él tiene la propiedad M.

Esta propiedad no consiguid probarla Bolzano, al no poseer un concepto preciso
de niimero real. Para él, un niimero real es «una expresion infinito-numérica, medi-
ble». La descripcion de un nimero real tendra sentido solamente si permite determi-
narlo con un arbitrario grado de precision por medio de nimeros racionales. (En
general, esta descripcion requiere de un nimero infinito de operaciones aritméticas).
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Alrededor de 1830, en su libro sobre funciones reales, « Functionenlehre», da
un ejemplo de funcion sumamente importante desde un punto de vista histérico. La
funcién de Bolzano va a ser una funcion continua en el intervalo [0,1], y no derivable
para cada x perteneciente a [0,1].

Si PQ es una linea no horizontal con sus extremos en x=0 y x=1, y si M es su
punto medio, se divide PM y MQ en cuatro partes iguales. SiP, P, P,y Q,,Q,,Q,,
son respectivamente estos puntos de division, sean P’y Q. los puntos simétricos de
Py Q, respecto de las horizontales que pasan por My Q respectivamente.

Entonces tendremos la linea quebrada PP*. MQ’.Q. Prosiguiendo este proceso
«ad infinitumy», Bolzano consigue una funcién que deja de ser derivable en un con-
junto numerable, «denso por todo» de puntos de la curva limite. Bolzano no es cons-
ciente de la extremada patologia de su curva y es Rychlik quien en 1922 prueba que
no es derivable jen ningun punto! de [0,1]. El manuscrito de Bolzano fue dado a
conocer en 1921 por Jasek. Esta funcién de Bolzano es ya una funcion dada como
«correspondenciax, sin ecuacién representable, antecediendo en el tiempo a la defi-
nicién dada por Dirichlet afios mas tarde.

En «Paradoxien des Undendlichen» (Paradojas del infinito), publicada postu-
mamente en 1851, Bolzano desarrolla sus ideas sobre el infinito. Frontalmente opuesto
a los infinitésimos, acepta, sin embargo, la nocién de infinito actual. Influido por las
ideas de Leibniz @ al respecto, ve al infinito por doquier en la realidad, vinculando la
infinitud de Dios con la infinidad de los seres creados. Afios antes, en su « Wissens-
chaftslehre» (1837) ya habia escrito que las ideas no son en general algo «existen-
tey. Asi por ejemplo las ideas de -1y de 0. Para concluir en que la determinacion de
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una cosa no debe basarse forzosamente en la existencia efectiva del objeto.
Bolzano es una figura importante en la historia de la conquista del infinito ac-

tual. Veamos lo que escribe sobre la «paradoja» del «todo y la parte», que tanto
impresionara a Galileo!?:
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«Tomense dos cantidades (abstractas) cualesquiera, por
ejemplo 5y 12. Es evidente que el conjunto de todas las cantidades
comprendidas entre 0y 5 (0 sea, menores que 5), al igual que las
cantidades menores de 12 es infinito; con total certeza este tiltimo
conjunto es mayor que el primero, siendo este ultimo
indiscutiblemente sélo una parte de aquél [...].

Pero no es menos verdad lo que sigue: Si x denota una
cantidad cualquiera comprendida entre 0y 5, fijemos la relacion
entre x e y por medio de la ecuacion 5y=12x. Entonces y es una
cantidad comprendida entre 0y 12 [...].

De la ecuacion anterior se sigue que a cada valor de x
corresponde un sélo valor de y y viceversa. De esto resulta claro
que para cada elemento x del conjunto de cantidades
comprendidas entre 0y 5, existe un y del conjunto de cantidades
comprendidas entre 0 y 12, que se pueden relacionar en un par
de forma que ninguno de los elementos constituyentes de los dos
conjuntos no aparezcan al menos en un par, y ninguno de ellos
aparezca en dos o mds pares».

La «paradoja» esta en la posibilidad de establecer una correspondencia biuni-
voca entre un segmento continuo y una parte propia de ¢l. Bolzano, sin embargo,
observa que:

«Puede parecer (que un hecho, que se verifica para los
conjuntos finitos), deba seguirse verificando para conjuntos
infinitos: pero un estudio mds profundo revela que tal necesidad
no existe, porque la razén por la que aquello acaece para los
conjuntos finitos reside justamente en su finitud.

Asi pues, Bolzano «excusa» la aparente contradiccion y estamos a un paso de la

definicidn de conjunto infinito que hard Dedekind algunos decenios mas tarde, apro-
vechando justamente el «paradojico» hecho que tanto preocupara a Galileo. El aisla-
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miento de Bolzano hizo que su obra no se conociera hasta cincuenta afios después,
dada a conocer por Hermann Hankel.

En resumen, Bolzano prefigura los temas de la Logica Matematica, Teoria de
Conjuntos y Topologia !V, y es un auténtico adelantado de Weierstrass, con el que
el analisis se liberara definitivamente de la tirania de la intuicién geométrica, impo-
niéndose métodos autdnomos de definiciéon y demostracién que lo haran un modelo
de rigor y fecundidad, proceso que se ha dado en Ilamar Aritmetizacion del Anali-
sis.

DIRICHLET (1805-1859)

Estudia el bachillerato en Bonn y pronto se interesa por las matematicas. En esos
momentos, Paris es el centro de investigacion matematica mas importante y alli acu-
de Dirichlet para asistir a los cursos de Laplace, Legendre y Fourier. Este Gltimo
ejercera gran influencia sobre sus trabajos posteriores en series trigonométricas?.

Inicialmente se interesa por la teoria de niimeros, que sera el tema preferido a
lo largo de su vida. En Junio de 1825 presenta a la Academia de Ciencias Francesa su
primer trabajo matematico: «IMemoria sobre la imposibilidad de algunas ecuacio-
nes indeterminadas de quinto grado». En ella se trataban ecuaciones diofanticas
de la forma x*+ y*= A.Z° mediante técnicas algebraicas de teorfa de nimeros y estaba
inspirada en trabajos de Legendre, quien usando métodos similares probé varias se-
manas después el famoso teorema de Fermat (x"+ y"= z" no tiene soluciones enteras
con x.y.z#0) para el caso n=5. Posteriormente, Dirichlet lo probaria para el caso n=14.

Retorna a Alemania, bajo los auspicios de Alexander von Humboldt, quien en
estos momentos desarrollaba todo un plan de potenciacion de las ciencias naturales
en su pais. En 1828 es nombrado profesor de la Universidad de Berliny en 1831 es
hecho miembro de la Academia de Ciencias Berlinesa. Ese mismo afio se casa con
Rebeca Mendelssohn-Bartholdy, nieta del filésofo Moisés Mendelssohn y hermana
del famoso compositor. Durante toda su vida, se movera en los ambientes refinados y
cultos de la alta burguesia. Durante los 25 afios en que ejerce como profesor en Ber-
lin, tendra una enorme influencia en el desarrollo de la matematica alemana. Exce-
lente profesor y habil investigador, su atractiva y refinada personalidad atrajo a las
matematicas a muchos talentos. Entre sus alumnos: Riemann, Dedekind, Kronec-
ker... En 1843 realiza el «viaje a [talia» que todo aleman culto y adinerado necesitaba
hacer desde que a Goethe le diera por bajar al Sur tras la luz, los colores y el olor de
los naranjos. Alli permanece cerca de dos afios en compafiia de otro gran matematico
y compaiiero en Berlin: Jacobi.
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Con Dirichlet comienza, timidamente aln, el proceso de «liberacion» de la ma-
tematica respecto de las ciencias fisicas. Generaliza el concepto de funcién y de
ahora en adelante, ésta sera una correspondencia en la que a cada x de un cierto
intervalo de niimeros reales se le hara corresponder un unico f(x). Se aceptaran todo
género de «patologias» en la forma de la funcidn; asi, la famosa funcion de Dirichlet,
D(x): igual a 0 si x es racional, ¢ igual a 1 si x es irracional, sera una funcién discon-
tinua en cada x.

En 1855 y tras la muerte de Gauss, Dirichlet tiene el honor de sucederle en su
catedra de Gottingen, a donde se traslada. Alli pasaréa los Gltimos afios de su vida,
rodeado de la admiracion de sus alumnos.

RIEMANN (1826-1866)

Bernhard Riemann era el segundo de los seis hijos de un pastor protestante. En
1846 entra en la Universidad de Gottingen para estudiar teologia y filologia clasica.
Asiste también a cursos de matematicas y finalmente consigue el permiso paterno
para dedicarse por entero a ellas. Tendra siempre una gran inclinacion por la filoso-
fia. En 1847 se va a la Universidad de Berlin, atraido por los cursos que alli se
imparten, donde conoce a Dirichlet con quien mantendra una amistad a lo largo de su
vida. A la vuelta a Géttingen en 1849 asiste a cursos y seminarios de fisica y filoso-
fia. Posteriormente entra a trabajar como asistente del fisico Weber.

Los resultados de Bolyai y Lobachewski sobre geometrias no euclideas empie-
zan a ser conocidos y esto potencia alin mas el proceso de «liberacion» de las mate-
maéticas, en un contexto cultural y social que tiende a la libertad y al individualismo
romantico. En el Arte pictorico, los impresionistas sustituyen la imagen objetiva de
la realidad visible por la sensacién momentanea que produce el objeto sobre laretina
y el concepto de espacio fisico se tambalea. En 1854 Riemann expone ante Gauss su
trabajo «Sobre las hipotesis que sirven de fundamento a la geometria» para supe-
rar un examen que le habilitara como «privatdozent». Gauss qued6 altamente impre-
sionado, y no era para menos, dado el gran impacto que este escrito tendria posterior-
mente en la concepcion y filosofia del espacio.

En él, Riemann generalizaba el concepto de geometria intrinseca de una super-
ficie que Gauss habia establecido en 1827 en su «Investigaciones generales sobre
superficies curvasy». Con su nocién de magnitud de dimensiones multiples se rom-
pia con las tradicionales tres dimensiones del espacio ordinario. Las geometrias de
Euclides y Lobachewski pasaban a ser casos particulares de la geometria riemannia-
na mas general, correspondientes a espacios de curvatura nula o negativa.
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Riemann reconoce en su escrito la influencia del filésofo J. F. Herbart (1776-
1841), anti-kantiano y profesor en Gottingen; el «a priori» del espacio, si alguno
habia, era topologico mas que métrico. A lo largo del siglo XIX sus espacios fueron
aceptados como parte de una teoria matematica abstracta y sin valor para la filosofia
del espacio. Tuvo como oponente al poderoso Helmholtz, uno de los mas grandes
cientificos alemanes del siglo. Hoy dia, una variedad riemanniana es un espacio n-
dimensional cuya geometria intrinseca estd determinada por una forma cuadratica
que nos da ¢l cambio infinitesimal en la distancia, ds. Einstein pudo aplicar las
ideas de Riemann al continuo 4-dimensional del espacio-tiempo de su teoria de la
relatividad.

Riemann, uno de los mas geniales matematicos de toda Ja historia, murié joven.
Antes, habia dejado una obra matematica no muy extensa pero de una extraordinaria
calidad y habia sustituido a Dirichlet en la prestigiosa catedra que una vez ocupara
Gauss en la Universidad de Gottingen.

LA INFLUENCIA HEGELIANA.
LOS MOVIMIENTOS REVOLUCIONARIOS DE 1848

La influencia del pensamiento de HEGEL (1770-1831) en el panorama acadé-
mico y cultural alemén de la primera mitad del siglo XIX es enorme. La vision kan-
tiana del hombre como criatura radicalmente finita, pero consciente de su propia
infinita libertad en un mundo infinito, es asumida por Hegel, quien distingue entre el
infinito «verdaderoy» y el infinito «malo» (schlecht-Unendlidchen).

Para Hegel, el infinito «maloy, esplreo, es el infinito matematico, el de Aristote-
les, el infinito potencial, que vendria representado en el mito de Sisifo, condenado
eternamente a repetir una accion. Es el infinito de la Aritmética, el de los nimeros
naturales, una mala pesadilla y s6lo un pélido reflejo del verdadero infinito: el infini-
to metafisico.

Para Hegel, como para Kant, el infinito es la absoluta y completa unidad del
todo. La infinitud del todo y la infinitud de la razén serian una misma, pues para
Hegel, a diferencia de Kant, todo lo que es real es racional. Como consecuencia, se
tiene la unidad esencial de todo. Nada tiene sentido si se lo aisla de lo demas. La
verdad misma residiria, en ultima instancia, en el todo. La verdad es también meta-
fisicamente infinita. Hegel parece suscribir la opinién de Nicolas de Cusa de que
Ginicamente la verdad, el infinito, puede conocer la verdad. El resto, lo finito, sola-
mente puede aproximarse al conocimiento de la verdad. '

Para Hegel, los presupuestos de la modernidad hunden sus raices en el cristianismo:
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«El derecho de la libertad subjetiva constituye el punto
central sobre el que gira la distincion entre la antigiiedad y la era
moderna. Este derecho ha sido expresado en su infinitud por el
cristianismo y ha sido constituido como principio real y general
de una nueva forma del mundo».

La filosofia de la historia de Hegel apunta en una clara direccion: «E{ triunfo de
Occidente sobre Oriente, de la medida europea, de la belleza individualy. El espiritu
busca el Occidente; la Europa cristiana es la madurez del espiritu.

JPor qué esta la trayectoria historica de Europa surcada de revoluciones?.
Elevada al rango de valor absoluto, la libertad ha forjado utopias capaces de despet-
tar el entusiasmo y mover al heroismo. A finales de la década de los cuarenta, una
recesién industrial y una sucesion de malas cosechas en la agricultura, hacen que el
hambre golpee duramente a las clases mas humildes en la Europa Central.

En 1848 llegan noticias de la insurreccion en Paris, que culmina con la caida del
rey burgués Luis Felipe. Como resultado, una serie de revueltas tienen lugar contra
los gobiernos de la Confederacion Germanica. En ciudades como Berlin y Dresde se
producen situaciones insurreccionales con violentos combates callejeros, que termi-
nan siendo dominados y dan paso a una politica reaccionaria y a un crecimiento
econdmico en la década de los cincuenta.

Esen Dresde donde un joven Kapellmeister, Richard Wagner, toma partido por
el bando revolucionario, hecho crucial en la vida de este extraordinario artista, una
de las figuras mas importantes de los tiempos que se avecinan.

LA MUSICA ROMANTICA. RICHARD WAGNER

Con el Romanticismo, la musica es promovida al rango mas elevado en la jerar-
quia de las artes. E.T.A. Hoffmann (1776-1822), escritor, compositor y critico mu-
sical, en su resefia sobre la Quinta Sinfonia de Beethoven declara la equivalencia
entre musica y romanticismo. La musica sola es el arte verdaderamente romanti-
co porque el infinito es su sujeto, porque no representa sentimientos determinados,
sino que suscita en el corazéon humano aquella pasién infinita que deja entrever al
hombre el reino supremo del absoluto. Concluye que Ja musica ha podido desenvol-
verse segun su naturaleza mas auténtica después del advenimiento del cristianis-
mo.

Richard Wagner (1813-1883), musico genial y generador de la modernidad
estética, reune en su persona y en su concepcion del Arte las caracteristicas esen-
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ciales de la segunda mitad del siglo XIX'». Su extraordinaria capacidad de sin-
tesis le hace ser receptor de todas las inquietudes de su tiempo. En Dresde, en
1849, conoce a Bakunin y participa con éste en el levantamiento revolucionario.
Compartira con el lider anarquista la critica del Progreso y la consideracion de la
Ciencia como una «teologia de la edad moderna» que amenaza el destino de la
humanidad.

Con el fracaso de los movimientos revolucionarios, Wagner tiene que exilarse y
pasaré largos afios en Suiza. En su formacién intelectual juega un papel importante
el estudio de la tragedia griega, y este mundo mitico le sera de gran utilidad en su
propdsito de sintetizar la mitologia germanica. No puede con la diticultad de lectura
de las obras de Hegel y de Schelling y se vuelca en la obra de Feuerbach, mucho més
accesible por su estilo literario pleno de lirismo y nitidez!'.

En 1854, algo mas de dos afios después del desencanto revolucionario, conocera
Wagner un libro fundamental en su vida: «E]l mundo como voluntad y representa-
cion» de Arthur Schopenhauer; Alli reconoce muchas ideas ya pensadas por €l, se
siente comprendido por primera vez y tiene lugar una profunda autoafirmacion que
le llena de consuelo y de seguridad. Por via de Schopenhauer penetra el pesimismo
que va a impregnar su tetralogia del «Anillo de los Nibelungos» y el estudio de las
religiones orientales que mezcladas con su particular cristianismo dara lugar a la
creacion, en los ltimo afos de su vida, de Parsifal.

En esta época es huesped del matrimonio Wessendock en Zurich y Wagner
se enamora perdidamente de Matilde Wessendock, esposa de su protector. En
este estado de 4nimo, las ideas schopenhauerianas de renuncia y de descanso de
la voluntad le hacen concebir la obra cumbre de la musica romantica: Tristan e
Isolda; la historia de un amor imposible, que escoje como marco de accién la
Noche, llena de acordes sensuales y ultrasensuales, que hacen recordar a
Novalis:» Tiene que llegar siempre la majiana? ;jnunca termina el poder de la
tierra? jnunca arderd de modo perenne el sacrificio del amor? La archirroman-
tica exaltacion de la noche en esta obra moérbida, elevada, ardiente y magica,
conduce fatalmente a la Muerte, muerte de amor liberadora en la que las almas
se disuelven en el Alma del Mundo.

Las armonias inmensas y oscuras del éxtasis wagneriano, seducen tanto a la
gran masa como a los més distinguidos intelectuales. Friedrich Nietzsche, apasio-
nado wagneriano en una primera etapa de su vida, reflejada en su primera obra «El
nacimiento de la tragedia», rompe posteriormente con Wagner al que acusa de
diletante y demagogo. En su panfleto «Nietzsche contra Wagner», publicado en
1888, califica la muasica wagneriana de opio de los sentidos y del intelecto!’®.
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Efectos alucinégenos, que en todo caso son muy bien recibidos por el gran
poeta Charles Baudelaire (1821-1867) quien en una memorable carta a
Richard Wagner, escrita el 17 de Febrero de 1860, expresa su admiracién y
agradecimiento por haberle hecho sentir «el mayor placer musical jamds experimen-
tado» y «una extrafia emocion que puede ser descrita como el orgullo y la ale-
gria de comprender, sintiéndome invadido por un verdadero placer sensual, que
recuerda el del flotar en el aire o en un mar tranquilo», para terminar expresan-
dole que desde que habia oido por primera vez su musica se decia a si mismo,
especialmente en las horas bajas, «S7 al menos pudiese oir esta noche miisica
de Wagner...».

Richard Wagner, magnifico histrién y forjador de una estética, desde su templo
de Bayreuth encanté a las multitudes europeas de finales de siglo con su melodia
infinita:

«Esa continuidad ininterrumpida del flujo musical concebido
como incesante variacién. Desarrollo de niicleos temdticos, en el
que cada uno tiene una identidad fija y al mismo tiempo cambiante:
por una parte no debe perder jamds la fuerte caracterizacion
primaria que garantiza su funcion representativa; por otra parte
debe ser suficientemente dictil para someterse a infinitas
transformaciones y para hacer aflorar, cuando sea necesario,
afinidades latentes con otros motivos diferentes, y colocarse asi
en cada aparicion como punto nodal de la red infinita de relaciones

que es, en su conjunto, la forma del drama»""" .

LA MATEMATICA ALEMANA (1850-1900)

Destacaremos las figuras de Dedeking y Kronecker y muy tangencialmente la
de Weirstrass, que junto a la de Cantor ya son tratadas en otras ponencias de nuestro
Seminario.

DEDEKIND (1831-1916)

Nacido en una familia de profesores, cursa sus estudios de matemadticas en el
Colleglum Carolinum, el mismo al que también asistiera Gauss en su juventud. En
1850 entra en la Universidad de Gottingen. Después de solo cuatro semestres co-
mienza a preparar su doctorado bajo la direccion del mismo Gauss, que por entonces
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contaba ya 75 afios. En 1855 es aceptado como privatdozent y ese mismo afio Diri-
chlet, hasta entonces destacado profesor en Berlin, acepta el honor de sustituir a
Gauss en Géttingen. Dedekind pronto estrecha relaciones con Dirichlet, de quien
recibe gran influencia, tanto en los cursos que éste imparte, como en las reuniones
sociales que tienen a Rebeca Dirichlet como anfitriona. Posteriormente, Dedekind
recordard que Dirichlet habia hecho de él un «nuevo hombre». Agradecido, Dede-
kind empleara muchas horas de trabajo en ordenar y publicar péstumamente gran
parte de la obra de su maestro. A raiz de la publicacién de sus lecciones sobre teoria
de nimeros: «Vorlesungen iiber Zahlentheorie», Dedekind desarrollaré la teoria de
ideales de un anillo.

En 1858 entra en el Politécnico de Zurich, sustituyendo a Raabe. Es aqui,
explicando los teoremas del calculo a sus alumnos, cuando siente la necesidad de una
auténtica fundamentacion de los nimeros reales, como él mismo explica en el prolo-
go a su «Stetigkeit und irrationale Zahlen» (1872) (Continuidad y nimeros reales):

«Dirigi por primera vez mi atencion hacia las
consideraciones que integran la materia de este ensayo en el
otorio de 1858. Como profesor en la Escuela Politécnica en Zurich
me vi obligado por primera vez a dar una sesion sobre los
elementos del cdlculo diferencial y senti de forma mucho mds
aguda de lo que lo habia sentido antes la falta de un fundamento
realmente cientifico para la aritmética. Discutiendo la nocion de
aproximacion de una magnitud variable a un valor limite fijo, y
especialmente al probar el teorema de que cada magnitud que
crece de forma continua, pero no mds alld de todos los limites,
debe naturalmente aproximarse a un valor limite, recurri a las
evidencias geométricas. Incluso ahora considero extremadamente
util y, verdaderamente indispensable, desde el punto de vista
diddctico, el recurrir a la intuicion geométrica en una primera
representacion del cdlculo diferencial, si uno no desea perder
demasiado tiempo. Pero nadie negard que esta forma de
introduccion al calculo diferencial no puede reivindicar ser
cientifica. Para mi este sentimiento de insatisfaccion era tan
abrumador que tomé la firme resolucion de seguir meditando
sobre la cuestion hasta que pudiera encontrar un fundamento
puramente aritmético y completamente riguroso para los
principios del andlisis infinitesimal.
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Frecuentemente se hace la afirmacion de que el cdlculo
diferencial trata de una magnitud continua y, todavia no se ha
dado en ninguna parte una explicacion de esta continuidad,
incluso las explicaciones mds rigurosas del cdlculo diferencial
no basan sus demostraciones en la continuidad, sino que con
mayor o menor conclencia de ello, recurren a nociones
geométricas o sugeridas con la geometria o bien dependen de
teoremas que nunca se establecen de un modo puramente
aritmético. Entre estos encontramos, por ejemplo, el teorema
arriba mencionado, y una investigacion mds cuidadosa me
convencio de que este teorema, o cualquiera equivalente a él, se
puede considerar de alguna manera una base suficiente para el
andlisis infinitesimal. Solo quedaba entonces descubrir su
verdadero origen en los elementos de la aritméticay asi, al mismo
tiempo, afianzar una definicion real de la esencia de la
continuidad. Tuve éxito el 24 de noviembre de 1858 y, pocos dias
después comuniqué los resultados de mis meditaciones a mi
querido amigo Durége, con quien mantuve una larga y animada
discusion».

Dedekind no lo publica en su momento y es en 1872 cuando tiene conocimiento
de unos articulos de Heine y Cantor, que inciden sobre el mismo tema y entonces se
decide a hacerlo pues «... Francamente reconozco que mi propia exposicion me pare-
ce mds sencilla en la formay saca a la luz el punto vital de manera mds clara». Y la
exposicion de Dedekind, efectivamente, ademas de sencilla, es magistralmente clara
y profunda. En relacion a la continuidad de la linea recta dice:

«De la mayor importancia es el hecho de que en la linea
recta haya infinitos puntos que no corresponden a niumeros
racionales. Si el punto P corresponde al nimero racional a,
entonces, como es bien conocido, la longitud OP es comensurable
con la unidad de medida usada, esto es, existe una tercera longitud
de la cual las dos primeras son multiplos enteros. Pero ya los
antiguos griegos sabian y habian demostrado la existencia de
longitudes inconmensurables con una unidad dada de longitud,
(por ejemplo la diagonal de un cuadrado de lado unidad). Si
trasportamos tal longitud desde el punto O sobre la recta,
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obtenemos un punto que no se corresponde con un nUmMero
racional. Como ademads, puede ser facilmente demostrable que
existen infinitas longitudes inconmensurables con la unidad de
medida, podemos afirmar que la recta L es infinitamente mds
rica en puntos que el dominio Q de los niimeros racionales.

Si quisiésemos tratar aritméticamente los fenomenos de la
linea recta, manifiestamente el dominio de los numeros racionales
seria insuficiente y surge la necesidad absoluta de construir un
conjunto R, a partir de los numeros racionales, formado por unos
nuevos numeros que permitan que este dominio recién creado
tenga la misma completitud, o lo que es lo mismo, la misma
continuidad, que la linea recta [...].

(En qué consiste esta continuidad? Todo dependerd de la
respuesta a esta cuestiony solamente a través de ella obtendremos
una base cientifica para el estudio de todos los dominios
continuos. El problema consiste en indicar una caracteristica
precisa de la continuidad que pueda servirnos como base para
deducciones vdlidas. Estuve pensando en el tema por mucho
tiempo y finalmente encontré lo que buscaba. El descubrimiento
serd diferentemente apreciado y es posible que una mayoria de
gente pueda encontrarlo muy «ordinario». Consiste en lo
siguiente. En la seccion anterior insistiamos en el hecho de que
todo punto P de la linea recta produce una separacion de la misma
en dos partes tales que cualquier punto de una parte esta a la
izquierda de todo punto de la otra. Pues bien, creo que la esencia
de la continuidad que buscamos estd en la proposicion reciproca.
Esto es, en el siguiente principio: Si todos los puntos de la recta
estdn en dos clases tales que todo punto de la clase primera estd
a la izquierda de todo punto de la clase segunda, entonces existe
unoy solo un punto que produce esta division de todos los puntos
en dos clases, quedando la recta dividida en dos partes.

La mayoria de mis lectores estardn desilusionados en ver
que el secreto de la continuidad, asi desvelado, resida en esta
sencilla observacion. Pues bien, debo decir que me sentiré muy
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feliz si todos encuentran el anterior principio obvio y en armonia
con su idea de linea recta;, Porque yo soy incapaz de dar
demostracién alguna de ella, ni creo que nadie sea capaz de
hacerlo. El suponer esta propiedad de la recta, no es otra cosa
que un axioma, mediante el cual nosotros atribuimos a la recta
su continuidad.

Si el espacio tiene alguna existencia real no es necesario
que sea continuo;, muchas de sus propiedades seguirian
manteniéndose incluso si fuera discontinuo. Y si supiéramos con
certeza que la recta es discontinua, nadie nos podria impedir, si
quisiésemos, el rellenar esos huecos en nuestro pensamiento y
hacerla continua. Habriamos creado nuevos puntos de acuerdo
con el anterior principion.

Inspirado en su principio de continuidad, Dedekind introduce la nocion de «cor-
tadura» (schnitt) en el conjunto Q de los nimeros racionales. Una cortadura (A ,A)
es un par de subconjuntos no vacios de Q, tales que todo nimero racional esté en
uno de los subconjuntos A , 6 A, y tales que todo numero x perteneciente a A ,
es menor que todo y perteneciente a A,, y A, no tiene minimo.

La idea de Dedekind es que los nimeros reales pueden ser concebidos de la
forma siguiente: Para cada cortadura (A,A)), existe un tnico niimero real que «co-
rresponde a» 6 «produce» la cortadura 7.

Existen dos tipos de cortaduras seglin que €l conjunto A , tenga o no maximo. En
el primer caso, la cortadura «se produce» por un niimero racional, que es el maximo
de A,.SiA notiene maximo, entonces en el conjunto de los racionales hay un hueco,
que corresponde a un nimero irracional. Es facil probar que existen infinitas cortadu-
ras no producidas por nimeros racionales.

A continuacién, Dedekind define un orden y las operaciones en el conjunto de
los numeros reales y demuestra que el dominio R asi definido, es continuo; esto es,
si el dominio R de todos los numeros reales se divide en dos clases U, y U, tales que
todo nimero a, de U, es menor que todo a, de U, entonces existe uno y sélo un
numero real a, mediante el cual la division se produce. Finalmente demuestra la tan
deseada propiedad citada anteriormente: «Si una magnitud crece continuamente, pero
no mas alld de todos los limites, debe aproximarse a un valor limite».

Sicomparamos la definicion de cortadura con la de Eudoxo |20], no hay duda de
que la misma idea subyace en ambas, y sin embargo, Dedekind ha creado algo nuevo,
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porque para los griegos no tiene sentido otro concepto de nimero que no sea el natu-
ral. Esta similitud dio lugar a una viva polémica epistolar entre Lipschitz (1832-
1903) y Dedekind, en la que aquél afirma no encontrar nada nuevo en la definicion de
Dedekind'®.

En 1887, Dedekind publica su libro «Was sind und was sollen die Zahlen?»
(normalmente traducido por «Naturaleza y sentido de los nimeros»), y en él contesta
a la pregunta propuesta en el titulo, diciendo que «los numeros son una libre crea-
cion de la mente humana que sirven para aprehender mds facilmente la diferencia
de las cosas», y aflade que «unicamente a través de este proceso de construccion
puramente logico de la ciencia de los numeros y del continuo numérico, estaremos
preparados adecuadamente para investigar las nociones de espacio y tiempo, po-
niéndolas en relacion con este dominio numérico creado en nuestra mentey.

El proposito de esta memoria es el de explicar y «reducir» los conceptos de
nimero cero, negativo, fraccionario, irracional y complejo al concepto primario de
numero natural, sin introducir concepciones ajenas a los nimeros como el de magni-
tud medible; antes bien, dice Dedekind, este tltimo concepto sélamente puede expli-
carse con toda claridad una vez que la ciencia de los niimeros esta contituida. Esta
insistencia en distanciarse del concepto de magnitud medible y en general de 1o geomé-
trico, se constata de nuevo en el prélogo a la primera edicion del «Was sind ...»,
cuando después de dar cuenta de las otras construcciones formales de los nimeros
reales, hechas contemporaneamente por Cantor y Weierstrass, Dedekind afirma que
«nada estaria mds lejos de la verdady que decir que su teoria de las «cortadurasy
estuviese asentada sobre el concepto de magnitud medible. Y como prueba dice:

«Si escogemos tres puntos A, B 'y C, no alineados, con la
condicion de que las distancias AB, AC y BC sean numeros
algebraicos y admitimos la existencia en el espacio, unicamente
de aquellos puntos M, para los cuales las razones de AM, BM y
CM a AB son también niumeros algebraicos, entonces es muy
facil ver que este espacio asi concebido es discontinuo. Pues bien,
a pesar de todos los «huecosy de este espacio, podrian realizarse
en él todas las construcciones de los «Elementos» de Euclides.
La discontinuidad de este espacio no seria notada en la ciencia
euclidea.

Si alguien afirma que no podemos concebir un espacio que
no sea continuo yo me permito dudarlo, e insisto en el hecho de
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que solamente un refinado tratamiento cientifico puede captar
claramente la esencia de la continuidad y comprender que ademds
de las relaciones cuantitativas racionales, estan las irracionales

"y que entre éstas, ademds de las relaciones algebraicas también
las trascendentes son concebibles.

Encuentro de gran belleza el hecho de que sin la nocion de
magnitud medible y simplemente a través de un sistema finito de
razonamientos, se pueda llegar a la creacion de un dominio
continuo puramente numérico, y en mi opinion, unicamente a
través de esta via es posible captar clara y definidamente la nocion
de espacio continuo».

En este mismo libro, tras presentar el principio de inducciéon completa, De-
dekind da la definicion de conjunto infinito, hoy conocida por todos, como
aquél susceptible de ser puesto en correspondencia biunivoca con un subconjun-
to propio de él. En el prélogo a la segunda edicién de 1893 aclara que esa «pro-
piedad» de los conjuntos infinitos, habia sido ya expresada por Bolzano y Can-
tor; si bien ninguno de esos autores la usa como definicién de conjunto infinito.
Agudamente, Dedekind escoge como propiedad caracterizadora de un conjunto
infinito aquello por lo que resulta més paraddjico, en una especie de huida hacia
adelante.

Hablaremos ahora de las relaciones y del contacto epistolar, que con el infinito
como tema fundamental, mantuvo Dedekind con Cantor en el tltimo cuarto del siglo
XIX.

Cantor desarrollé una larga y fructifera correspondencia con su amigo Dede-
kind, que era uno de los pocos en entenderle y simpatizar con él.

En Noviembre de 1873, en un intercambio de cartas Cantor afirma que ha
conseguido probar que el conjunto de los nimeros racionales es «numerable»,
esto es, que puede ponerse en correspondencia biunivoca con los niimeros natu-
rales; pero piensa que ello no es posible con el conjunto de los niimeros reales,
aunque no tiene ninguna prueba de ello. E1 7 de Diciembre de 1873, comunica a
Dedekind que ha conseguido probar que el «agregado» de los nimeros reales
es no-numerable. Dedekind felicita a Cantor y muy poco tiempo después ambos
demuestran que el conjunto de niimeros algebraicos también es numerable.
Este hecho confirmaba un teorema que recientemente habia probado Liouville
sobre la existencia de numeros trascendentes.
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Animado por estos éxitos, Cantor escribe a Dedekind el 5 de Enero de 1874
preguntandose si «/Seria posible poner en correspondencia una superficie (tal vez
un cuadrado, incluido su contorno) con una linea recta (quizds un intervalo, junta-
mente con sus extremos), de manera que a cada punto de la superficie le correspon-
diera un unico punto de larecta, y reciprocamente?y». Aunque Cantor opinaba que la
respuesta era negativa, no conseguia justificar esta opinidén. Poco tiempo después,
Cantor se casa con Wally Guttmann y la joven pareja pasa el verano en las montafias
del Hartz, donde se retinen con Dedekind, soltero empedernido y gran amante de la
naturaleza y de los paseos por el bosque. Son los tiempos mas felices en la vida de
Cantor que se olvida por el momento del tema que le obsesiona.

Tres afios mas tarde, el 20 de Junio de 1877, en una carta a Dedekind vuelve a
hacer alusion al tema anterior y esta vez dice que tiene fundadas sospechas de que la
respuesta es afirmativa y adjunta una demostracién que es sustancialmente valida,
aunque Dedekind observa un pequeiio fallo. Con fecha de 29 de junio Cantor le envia
una nueva carta en la que el defecto ha quedado subsanado y en la que le dice que
espera impaciente su respuesta pues hasta que €1, su amigo, no la dé por valida, su
sensacion sera de «lo veo, pero no lo creo». El hecho de poderse establecer una
correspondencia biunivoca entre conjuntos de diferente dimension era muy fuerte y
atentaba contra la intuicion.

El 2 de Julio de 1877, Dedekind contesta finalmente a Cantor, felicitdndole por
su interesante y provocador teorema y propone a su vez el siguiente: «Si existe una
correspondencia biunivoca entre dos dominios A y B continuos, y Ia dimension
de A en distinta a la de B, entonces necesariamente la correspondencia es dis-
continua». Teorema que tuvo que esperar a 1910 para ser demostrado por el intuicio-
nista Brouwer.

WEIERSTRASS (1815-1997)

Karl Weierstrass es una de las mas importantes figuras de la matematica alema-
na, por su capacidad de sintesis y su sentido del rigor, que culmina el proceso de la
aritmetizacion del analisis (ver [12]). Excelente maestro, siempre dispuesto a orientar
y dirigir a sus alumnos en sus trabajos de post-graduados. Con Weierstrass y sus
seguidores comienza lo que posteriormente se 1lamar4d matematica «pura» en la que
se tiende a la generalizacidn como un fin en si mismo. Hay una predisposicion contra
la geometria y la intuicién y se empieza a ser indiferentes ante la aplicacion de la
matematica a problemas empiricos. Como Gauss, Weierstrass pensaba que las mate-
maticas debian estar al servicio de los problemas fisicos, pero no ser esclava de ellos.
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Weierstrass, corpulento, catélico y bonachon, tuvo que ganarse la vida dura-
mente impartiendo hasta treinta horas de clase semanales en el instituto de ense-
fianza secundaria de Braunsberg. El poco tiempo libre que le queda lo dedica a la
investigacion de las matematicas. En 1856, un articulo suyo titulado «Teoria de
las funciones abelianas» publicado en el Journal de Crelle le hace famoso en
los circulos matematicos. Un poco mas tarde y a la edad de 40 afios entra como
profesor asociado en la Universidad de Berlin, donde tendra que esperar hasta
1864 para ocupar una Céatedra.

Weierstrass es de los pocos matematicos de la Universidad de Berlin que en esos
momentos acepta los nada «académicos» trabajos de Cantor; lo que le significa un
empeoramiento en sus relaciones con Kronecker, ya deterioradas por divergencias en
coémo se debia contruir correctamente el Analisis.

La historia parece haberle dado la razon y a lo largo de los Gltimos cien afios
su influencia Weierstrass-Cantor ha sido profunda, pero como dice 1. Grattan-
Guinness [11] en 1978, las consecuencias de este predominio en la ensefianza
de las matematicas a todos los niveles son mas que dudosas en cuanto a su
bondad. En la ensefianza universitaria se enseflan las matematicas de manera
impecable pero sin la suficiente motivacién, con altos niveles de rigor que no se
contrastan con otros menores para asi mostrar su valor. Se rechazan las bellas y
elegantes intuiciones de la geometria y se arrebata a las matematicas la atmodsfe-
ra de descubrimiento y creacidn. En la ensefianza primaria y secundaria los es-
tragos causados por la teoria de conjuntos y las llamadas «matematicas moder-
nasy» durante el periodo 1960-1980 han sido denunciados por matematicos y pe-
dagogos. Grattan-Guinness aboga por una reforma educativa en que se vuelva a
considerar la Geometria como una parte central en la ensefianza de las matema-
ticas, tanto en la escuela como en la universidad.

KRONECKER (1823-1891)

Nacido en una rica familia judia que le proporciona una esmerada educacion,
Kronecker serd un amante de la cultura y un fino «bon vivant» que dedicara gran
parte de su tiempo a las matematicas de una manera desinteresada y ello se lo permi-
tira su comoda posicidén de rentista. Recibe la ensefianza primaria en su casa de la
mano de escogidos preceptores. Ya en el gymnasium (Instituto), tiene como profesor
de matematicas a E.E.Kummer, quien es determinante en su formacion intelectual.
Posteriormente seran amigos, y compaiieros en la tarea de impartir la docencia en la
Universidad de Berlin.
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En 1841 se matricula en esta Universidad y alli asiste a las clases de Dirichlet y
Steiner. Se interesa por la filologia clasica y sigue los cursos de Schelling. Estudiara
las obras de Descartes, Spinoza, Leibniz, Kant, Hegel y Schopenhauer (serd un
ferviente hegeliano y no apreciara la filosofia de Schopenhauer). Entre sus muchos
intereses culturales se cuenta el de la musica y abre los salones de su magnifica casa
berlinesa a la celebracion de veladas y encuentros a los que acuden destacadas figu-
ras de la musica. Félix Mendelssohn, cuiiado de Dirichlet, serd un asiduo a estas
reuniones, en las que Kronecker se permitira tocar el piano para sus invitados.

En 1845 presenta su tesis doctoral: «De unitatibus complexis», que es un estu-
dio sobre algunas unidades que aparecen en los cuerpos ciclotomicos, cuerpos de
nimeros algebraicos relacionados con el problema de dividir una circunferencia en n
arcos iguales. Muy poco tiempo después, Kronecker tiene que hacerse cargo de los
negocios de la familia por el fallecimiento de su tio el banquero y en los siguientes
ocho afios realiza esta labor eficientemente y obtiene notables éxitos financieros. En
1848, se casa con su prima Fanny Prausnitzer, convirtiéndose ahora en propietario
del banco. En 1853, cansado de ganar dinero, vuelve de nuevo a la especulacion
matematica y filosofica.

En 1855 Dirichlet se va a Géttingen para ocupar la plaza vacante tras el falleci-
miento de Gauss. Kummer ocupa la plaza dejada por Dirichlet, y un afio mas tarde
es también llamado a Berlin Weiersstrass que hasta entonces era un profesor de ins-
tituto en provincias. En 1860 Kronecker es nombrado miembro de la Academia de
Ciencias Berlinesa, lo que le permitira la posibilidad de impartir cursos, no remune-
rados, en la Universidad. Nunca tuvo demasiados alumnos, pues sus clases eran difi-
ciles de seguir, y en ellas Kronecker daba libre curso a su inspiracion. Se dedica
especialmente al Algebra y a la Teoria de nimeros y es seguramente el matematico
de la época que mas y mejor ha desarrollado la Teoria de Galois sobre la resolucion
algebraica de ecuaciones. Es creador junto a Dedekind y Kummer de la teoria de
anillos e ideales, pero Kronecker pasara a la Historia de la matematica como el mas
destacado «purista» y defensor de la ortodoxia tradicional de su época. Kronecker es
finitista, constructivista y algoritmico.

No acepta la existencia del infinito actual y abomina de la teoria de conjun-
tos cantoriana y de su clasificacién de «los infinitos». En ésto no se distingue
mucho de la oposicion tradicional que desde los tiempos de Aristoteles se venia
ejerciendo contra el infinito actual. Kronecker tiene una visién algoritmica y
constructiva de Jas matematicas y para €l es esencial que una formulacién mate-
matica pueda ser resuelta algoritmicamente, esto es, a través de un procedimien-
to computacional mediante el cual pueda ser terminado en un nimero de pasos,
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al que «a priori» pueda serle determinado una cota superior. Critica a Dedekind
su concepcion no algoritmica de ideal de un anillo (no dar un procedimiento
mediante el cual se pueda determinar si un determinado elemento del anillo esta
en el ideal), y piensa que esta postura es innecesaria. Pero, como dice Harold
Edwars en [6], las razones de Dedekind son ideoldgicas: aceptar la necesidad
del algoritmo en el Algebra seria abrir la puerta a un requerimiento similar en el
Analisis y las «cortaduras» de Dedekind no pasarian por ese filtro algoritmico.

Hay pruebas documentales de que Kronecker, ya como editor del Journal
de Crelle, en 1870, obstaculizé la publicacidén de un articulo de Heine por la
consideracion que en éste habia de «una serie trigonométrica arbitrariax». Para
Kronecker solamente tenia sentido una serie infinita explicitamente y construc-
tivamente dada. No admitiria tampoco el comienzo de un teorema, tan normal en
nuestros dias, que dijese: «sea un numero real arbitrario ...». Cuando se «tratay»
con el infinito se debe ser muy especifico, tanto como para que quede virtual-
mente reducido a lo finito. Un concepto matematico no esta bien definido, dice
Kronecker, si no se puede en cada caso particular decidir si la definicion es
verificada o no. Asi, el concepto de niimero irracional no estaria bien definido
(la constante de Euler?).

Kronecker, profundo conocedor también de la teologia cristiana, interpreta, con-
trariamente a Cantor, un Dios que no ama el infinito actual. Segiin su famosa frase,
«Dios cred solamente los niimeros naturales y todo el resto lo han hecho los hom-
bres» y asi, el Dios de Kronecker es un Dios sereno y apolineo que no quiere ver a su
criatura mas amada desvariando y perdida en el laberinto del infinito.

Kronecker es un clasicista y prefiere la miisica de Brahms a la de Wagner. Apa-
sionado pero no grandilocuente, su voz se hara sentir tanto en los ambitos cientificos
berlineses - donde cada vez ira contando con mas poder - como en Paris y Londres a
donde viaja frecuentemente, invitado por la Academie Francaise y por la Royal
Society, de las que terminara siendo miembro. Y esa voz defendera la ortodoxia de la
matematica frente a esas peligrosas nuevas ideas que pueden llevarla al desastre. Esta
actitud provocara conflictos y tensiones entre los que le rodean. En particular, sus
relaciones con el gran matematico Weierstrass se haran cada vez mas dificiles. En
1885, Weierstrass con setenta afios, cansado y enfermo, escribe a su amiga la mate-
matica Sonia Kowalewski:

«.. Y lo peor es que Kronecker usa su autoridad para

proclamar que todos los que hasta ahora han trabajado para
establecer la teoria de funciones son pecadores ante los ojos del
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Seifior ... Cuando Kronecker es capaz de decir lo que sigue, y que
repito palabra por palabra. «Si me alcanza el tiempo y las fuerzas
no me abandonan, probaré al mundo matemdtico que la aritmética,
y no solo la geometria, puede abriv el camino al andlisis y aun
con mds rigor. Y si yo no puedo hacerlo, los que vengan después
de mi mostraran lo incorrecto de todas esas conclusiones a las
que el asi llamado andlisis ha llegado en estos momentosy.

Tal veredicto de un hombre tan eminente y al que admiro
sinceramente por sus logros en la investigacion matemdtica, es
no solo una humillacion para aquellos a los que estigmatiza, sino
que es una llamada a las jovenes generaciones a que abandonen
a sus maestros y se unan a la disciplina de un nuevo sistema que
deberd ser fundado».

La figura de Kronecker aparece hoy como reaccionaria y antipatica, sobre todo
por el apabullante triunfo de las matematicas cantorianas una vez superadas las crisis
de los fundamentos, que cual enfermedades infantiles pusieron en grave aprieto el
edificio de las matematicas. (Para algunos autores, como Morris Kline, la matema-
tica sigue estando en crisis [16]).

Se ha exagerado la responsabilidad de Kronecker y de su manifiesta opo-
sicion a las ideas de Cantor, en la progresiva enfermedad mental de éste. Los
modernos bidgrafos de Georg Cantor, entre los que destaca Joseph Dauben [4],
dan cuenta de lo temprano que se instala la enfermedad, que se manifiesta con
frecuentes crisis maniaco-depresivas, en una personalidad ciclotimica. Dauben
afirma que entre la enfermedad mental de Cantor y [as matematicas existen im-
portantes conexiones:

«Ciertos documentos sugieren que ocasionalmente la
enfermedad le proporcioné periddicos respiros de los asuntos
cotidianos, durante los cuales pudo insistir con ahinco en sus
ideas matemdticas, ya fuera en la soledad del hospital, ya en la

“tranquilidad de su casa. La enfermedad pudo también alentar
su conviccion de que los niimeros transfinitos le habian sido
comunicados por Dios».

Asi pues, la enfermedad de Cantor y las matematicas se alimentaban entre si, en
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una extrafia y divina simbiosis. Volviendo a la figura de Kronecker hay que resaltar
su importancia como impulsor de una corriente de pensamiento critico que obliga a
analizar en profundidad los fundamentos de la marematica. Poincaré, Brouwer,
Hermann Weil, son grandes matematicos que conectaron con Kronecker dando lu-
gar a una escuela matematica denominada Intuicionista®.

Hilbert, el gran matematico aleman del siglo XX, en un famoso articulo sobre el
infinito, apoya decididamente la forma de hacer analisis de Weierstrass y afirma que
la teoria de los niimeros transfinitos de Cantor es «uno de los mds bellos productos
que ha fabricado la mente humanay. No obstante, considera que el concepto de infi-
nito matematico esta aun pendiente de ser completamente clarificado y acepta que el
infinito actual es un producto de nuestra mente, sin realizacion en el mundo fisico.
Con la aparicién de las paradojas de Zermelo y Russell en la teoria de conjuntos, el
mundo de las matematicas se tambalea. Pronto se encuentran vias satisfactorias de
salvar las contradicciones y en el futuro, dice Hilbert:

«Tendremos que analizar cuidadosamente las vias de crear
nuevos conceptos y los modos de inferencia que son provechosos;
los cuidaremos y defenderemos, haciendo uso de ellos cada vez
que lo necesitemos. Nadie serd capaz de apartarnos del paraiso
que Cantor creo para nosotros»

Ellégicoy filésofo austriaco Ludwig Wittgenstein (1889-1951), considera que
el uso correcto del término infinito es para caracterizar la forma de cosas finitas o
generalizar las posibilidades sin fin que las cosas finitas presentan. Consecuente-
mente, describir algo como actualmente infinito es no solamente un error, sino que
ademds es una incoherencia del lenguaje. En su libro «Observaciones sobre los

fundamentos de las matematicas» escribe en relacion a la frase anteriormente cita-
da de Hilbert:

«Imagina que la teoria de conjuntos hubiera sido inventada
por un satirico como una especie de parodia de la matemdtica.
Que después se hubiera encontrado un sentido racional y se la
hubiera incorporado a la matemdtica. (Puesto que, si uno la puede
considerar como el paraiso de la matemdtica, ;por qué otro no
como una broma?)».

Hemos hecho un recorrido, necesariamente incompleto, por la matematica ale-
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mana del siglo XIX, tras los pasos del infinito. Como dice Jan Sebestik (20): «Una
matemdtica en si instalada en el corazon del infinito que contempla con los ojos de
Dios. Esta matemdtica que parece haber llegado hoy al término de su recorrido;
nadie puede, sin embargo, decir hoy si culminard su separacion con la teologia para
devenir simplemente una matemadtica humanay

Y PARA TERMINAR, UNA CONSIDERACION INTEMPESTIVA

Hermann Broch (1881-1951), judio vienés, matematico, filésofo y reputado
escritor, se refugia en 1938 en los EE.UU., huyendo de la persecucién nazi. En su
novela «Los no culpables» (1949), Zacarias es un profesor de matematicas de insti-
tuto, ebrio de infinitud y que a comienzos de los afios treinta esta muy lejos de pensar,
como tantos otros alemanes, el triste destino de su pueblo y los horrores que todos
ellos iban a desencadenar. Proféticamente dice:

«[...] Pues somos el pueblo del Infinito, el pueblo, pues, de la
muerte, mientras que los demds se han quedado en la Finitud, en
el espiritu materialista, en el espiritu venal, prisioneros de lo
conmensurable, pues uinicamente quieren conocer la vida y no la
muerte, y por eso, aunque en apariencia se puedan elevar con
tanta facilidad y tan por encima de si mismos, luego no son capaces
de superar los limites de lo Finito. Por su salvacion debemos
infligirles el castigo de la Infinitud prefiada de muerte.
jFormidable leccion, qué duda cabe, durisimaleccion!. Es dificil
escucharla, y mas dificil aum impartirla, dado que anosotros, los
maestros, no solo nos ha sido impuesta la dignidad del juez, sino
ademdas la indignidad del verdugo. Sucede que en el infinito todo
subsiste a un mismo tiempo. dignidad e indignidad, lo santo y lo
que esta por redimir, la benevolencia y la malevolencia, y en ello
reside justamente la maldicion de la gracia que nos fue impuesta,
la doble funcion en el ejercicio de la cual nos volvemos odiosos
para nosotros mismos asi como a los demds. todos los golpes que
nos vemos forzados a propinarles se vuelven contra nuestro
corazon; todos los castigos que debemos infligirles son castigo
para nosotros mismos. Nuestro magisterio universal es una
maldicion de la gracia, y con todo nos hemos hecho cargo de él
por amor de la veracidad que mora en la Infinitud y por
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consiguiente en nosotros: hemos asumido esa tarea como
alemanes y no hemos querido rehusarla, sabedores de que somos
los uinicos en desconocer la hipocresia».

El drama de Hermann Broch es el de sentirse al mismo tiempo victima y verdu-
go, el de contemplar atdnito el sutil pero firme nexo entre un poema de Holderlin, un
aria de «la Walkiria» wagneriana y el extremo horror de Auschwitz.

Thomas Mann, premio Nobel de Literatura en 1922, wagneriano y antinazi,
casado con Katia Pringsheim,(hija de Alfred Pringsheim, catedratico de matematicas
en Munich, judio y heredero de una gran fortuna, aficionado y patrocinador de la
musica de Wagner), es compailero de exilio de Hermann Broch. Menos caustico que
éste, afronta también la responsabilidad de su pueblo. En «Doktor Faustus», escrita
durante la segunda guerra mundial se describe la gran importancia que la masica
juega en el alma alemana, con la consiguiente carga de irracionalidad. En una carta al
director de la revista «Common sense», en 1940, Thomas Mann acepta «/a compli-
caday dolorosa interrelacion que indiscutiblemente existe entre la esfera wagneria-
nay la calamidad nacional-socialista ... El nacional-socialismo, con toda su inefa-
ble vileza empirica, es la tragica consecuencia de la mitica inocencia politica del
espiritu alemdan».

Mas adelante dice: «No nos engafiemos. El nacional-socialismo tiene que ser
derrotado. Estas palabras tienen un sentido muy concreto, y un sentido espiritual
también. Porque no hay mds que una Alemania, no dos, una buena y la otra mala. Y
Hitler, con toda su barbarie, no es fruto de la casualidad. El nunca habria sido
posible sin ciertos condicionantes psicologicos mds profundos que la inflacién, el
paro, la especulacion capitalista y la intriga politicay.

Cuando comenzamos la elaboracién de esta ponencia, no estaba previsto este
final, pero es que como dice J. L. Borges: «Hay un concepto que es el corruptory
el desatinador de los otros. No hablo del mal, cuyo limitado imperio es la ética;
hablo del infinito».
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NOTAS

(1) En el capitulo XVIII del Libro XII de «La ciudad de Dios», —en el que
Agustin de Hipona trata de los angeles—, leemos una «réplica a quienes sostienen
que ni la ciencia de Dios es capaz de abarcar lo infinito»:

«En cuanto ala afirmacion de que ni siquiera la ciencia de Dios puede llegar a
comprender lo infinito, sélo les queda para sumergirse en lavoragine de su profunda
impiedad tener la osadia de decir que Dios no conoce todos los mitmeros. Que son
realmente infinitos es totalmente cierto. Porque en cualquier nimero que creas ha-
ber llegado al fin, ese mismo lo puedes aumentar ... ; Asi que Dios, por esta infinidad
propia de los nuimeros, no llegaria a alcanzarlos todos; su ciencia solamente llega-
ria a una cierta cantidad de numeros, ignorando el resto? ;qué insensato podrd
sostener esta afirmacion? Supongo que no se atreveran a despreciar los nimeros y
decir que no tienen que ver con la ciencia de Dios. Platén, gran autoridad entre
ellos, presenta a Dios formando el mundo con niimeros ... .

La infinitud del numero, aunque en realidad no exista ningun numero que
exprese una cantidad infinita, no escapa a Aquel cuya sabiduria sobrepasa todo
numero. Ahora bien, si todo lo que abarca la ciencia queda contenido por la com-
prension del sabio, tenemos que toda infinitud queda de algun modo contenida por
Dios, ya que no es incomprensible para su ciencia ...

(2) Obviaremos la figura de Gauss en esta exposicion, por haber sido ya tratada
en una ponencia del Seminario «Orotavay afio III: Gauss: Mathematicorum Prin-
ceps. Mariano Martinez Pérez.

(3) Cantor, como muchos de los matemdticos alemanes, es un estudioso de la
teologia cristiana. Aunque de religion protestante, se acerco progresivamente a la
religion catdlica, con algunos de cuyos miembros oficiales en Roma mantuvo corres-
pondencia en relacion con su teoria de los nimeros transfinitos. Conoce y comenta el
parrafo de San Agustin (nota 1) y en momentos de duda o vacilacién sobre la veraci-
dad de su teoria, acude a la garantia de Dios:

«Mi teoria se yergue firme como laroca; las flechas que contra ella se lancen,
rdpidamente se volverdn contra su arquero. ;Como puedo yo saberlo? Porque la he
estudiado desde todos los angulos durante muchos afios; porque he examinado todas
las objeciones que hayan podido hacerse contra los numeros infinitos, y sobre todo
porque, por asi decirlo, he seguido sus raices hasta la causa primera e infalible de
todas las cosas creadas».
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(4) Este tema esta ampliamente desarrollado en «Las huellas de Fausto», de
José M. Gonzalez Garcia.

(5) Ver la edicion bilingiie de «Himnos a la noche» en traduccion de José Maria
Valverde y prologo de Rafael Argullol.

(6) Informacion y datos sacados de «Lo que nos enseiia la investigacion histo-
rica reciente acerca del sistema educativo aleman». Heinz-Elmar Tenorth. Revista
de Educacion. Mayo-Agosto 1991.

(7) Galileo, para probar en uno de sus teoremas fisicos la igualdad t /t, = s /s,
(t,, t, tiempos; s, ys, espacios), y ante la posibilidad de que t /t, y s /s, sean magnitu-
des inconmensurables, se ve en la obligacion de demostrarla aplicando la def. V del
Libro V de los «Elementos» de Euclides,

b 4 © vYm,neN ma>nb = mc>nd
ma=nb = mc=nd ma < nb = mc < nd

Para una excelente exposicion de la Teoria de las Proporciones de Eudoxo y de
su relacion con Dedekind, ver la ponencia de Antonio Martinon en [20], pags. 310-
340.

(8) En la prop. 1 del Libro I de los «Elementos», Euclides usa ya el hecho de
que dos circunferencias se cortan en un punto sin demostrarlo y sin postulado de
continuidad.

(9) Dice Leibniz:

«Estoy hasta tal punto a favor del infinito actual que, en lugar de admitir que la
naturaleza lo aborrece, sostengo que por todas partes lo ostenta, para mejor hacer
resaltar la perfeccion de su autor. Por lo tanto, creo que no existe parte alguna de la
materia que, no digo ya que no sea divisible, sino que no esté de hecho ya dividida;
y, en consecuencia, la mds infima particula debe considerarse como un mundo lleno
de una infinidad de criaturas diferente».

(10) Galileo niega como matematico que se pueda razonar con argumentos defi-

nitivos sobre el infinito, aunque como filésofo se conceda la libertad de hacer conje-
turas «arbitrarias y no necesarias» sobre la naturaleza del infinito. En relacién a la
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paradoja «del todo y la parte», que se le presenta cuando compara los nitmeros natu-
rales y los nimeros cuadrados de estos niimeros, concluye que los «atributos de
igual, mayor y menor no tienen lugar en el infinito, sino sélo en las cantidades termi-
nadasy.

(11) En los ultimos tiempos parece existir un renovado interés por la obra de
Bolzano. Ver [15] y [24].

(12) Para la relacion entre las series de Fourier y los matematicos Dirichlet y
Riemann, ver la ponencia «EI rigor en el analisis matematico del siglo XIX: de
Cauchy a Weierstrass» de Jestis Hernandez, en Seminario «Orotavay (19-01-94).

(13) Ver 123]: «Ante una figura como la de Wagner, depositaria de una ilimitada
capacidad de sintesis, siempre receptor activo de todo cuanto le rodea sea o no
musical, no nos hemos de extraviar de que Thomas Mann hace ya cincuenta aiios, vea
a Wagner definiendo las caracteristicas esenciales de la segunda mitad del siglo XIX
y, por supuesto, no solo desde la vertiente intrinsecamente musical ni tampoco desde
una perspectiva de «las artes» en general, sino desde la éptica de una absorcion de
todas las inquietudes de su tiempo, desde la novela hasta la politicay.

(14) Feuerbach (1804-1872), es el padre del ateismo antropologico. Su ateismo
no es una simple negacion de Dios, sino una apasionada defensa del hombre, un
«antropoteismo». A esta conclusion llega Feuerbach tras realizar que la esencia del
cristianismo reside en que Dios y el hombre son la misma cosa. Dios es una realidad
creada por el hombre para su propio servicio. La religién es un puro egoismo del
hombre.

(15) En este mismo escrito, Nietzsche nos describe con ferocidad el «peligro» de
la musica wagneriana:

«La intencién que guia a la musica moderna en lo que hoy, de un modo fuerte,
pero poco claro, es llamado «Melodia infinita, puede ser explicada con estas pala-
bras: Se entra en el mar, poco a poco se va perdiendo pie y acabamos por abando-
narnos al favor o disfavor del elemento: hay que «nadary. En la musica antigua, con
una cadencia ligera o solemne o fogosa, mds deprisa o mds despacio, habia que
hacer otra cosa; esto es, danzar ... Wagner busco otro género de movimiento. invirtio
la premisa fisiolégica de la musica que anteriormente existia. Nadar, liberarse, no
caminar ya. Quizd con esto hayamos dicho lo decisivo. La «melodia infinita» quiere
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precisamente destuir toda simetria de tiempo y de fuerza, quizd la escarnece ... De la
imitacion, del predominio de semejante gusto se ha engendrado un peligro para la
musica. la completa degeneracion del sentimiento del ritmo. El peligro llega al ex-
tremo cuando tal musica se apoya cada vez mds estrictamente en un histrionismo y
en una mimica completamente naturalista, no dominada por ninguna ley pldstica,
una mimica que quiere «efectos» y nada mas. Lo expresivo a toda costa, y la misica
sierva y esclava del gesto. éste es el fin.

(16) Esta Gltima descripcion de la «melodia infinitay, esta entresacada del libro
«Historia de la Musica. El siglo XIX» de Renato di Benedetto. (Ed. Turner).

(17) Muchos autores que adoptaron las ideas basicas de Dedekind prefirieron,
sin embargo, no seguirlo en su definicién de los niimeros reales como creaciones de
la mente correspondientes a cortaduras en el sistema de los nlimeros racionales. En-
tre otros, B. Russell y Heinrich Weber criticaron esta definicion. (Ver Bibliografia

[21]).

(18) Una interesante descripcion de esta polémica epistolar se encuentra en |2]
pags. 268-270

(19) Ver el capitulo: Matematica constructiva de Roger Apéry, del libro «Pen-
sar la matematica» (Ed. Tusquets)

(20) Jan Sebestik, especialista en la matematica de Bolzano, autor del libro «Lo-
gique et mathématique chez Bernard Bolzano». La presente cita estd sacada del
prélogo a la primera edicidn en espaiiol (1991) de la obra «Paradojas del infinito»
de Bolzano, hecha en Ciudad de México. Facultad de Ciencias.
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