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Es creencia general que la Geografia matematica antigua a su mds alto
nivel fue un producto de la Ciencia helenistica. A menudo se atribuye su funda-
cién a Eratostenes de Cirene, un contemporaneo y amigo de Arquimedes que
era director de la Escuela de Alejandria a finales del siglo IIl a.C. Este alcanzé
fama en Matemdticas, Astronomia, Geografia, Miusica, Filosofia y Literatura, y
recibid por ello el sobrenombre de Péntazlos (el de los 5 trofeos); y también el
de Beta, porque no fue primero en ninguno. De €] se ha escrito que su con-
tribucion mds importante fue la aplicacion de la Matemdtica a la Geografia;
que aunque tiempo atrds los gedgrafos griegos habian dividido el mundo en
zonas, su mapa del mundo fue el primero basado en un sistema de meridianos
de longitud y paralelos de latitud. También consiguié determinar con notable
aproximacion las dimensiones de la Tierra, basdndose en observaciones hechas
en Siena (proxima a la actual Assudn) y en Alejandria... etc.!. Pero aunque a juz-
gar por estas afirmaciones, que expresan una opinidn casi comiin de los his-
toriadores, habria que atribuir a Eratéstenes la invencion del sistema de meri-
dianos de longitud y paralelos de latitud, los datos que vamos a exponer y ex-
plicar demuestran que tal atribucién es en todo caso errénea; que el mismo sis-

1GER. Lloyd: Greek Science after Aristotle (London, 1973), 49.
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tema de meridianos y paralelos existia mucho antes de Eratdstenes, ya en el
siglo IV (si es que no incluso ¢] V) a.C. Pero antes de nada vamos a considerar
c6mo se determinaba en la antigiiedad un paralelo de latitud.

Un pasaje importante en la obra del arquitecto romano Vitrubio nos ense-
fia cémo se construye un reloj de sol2. Para ello, segiin su explicacién, es indis-
pensable conocer previamente la longitud de la sombra que haga el gnomdn
al mediodia del Equinoccio en el lugar donde vaya a usarse el reloj en cues-
tion. Esto significa que tal longitud en ese momento preciso varia de un lugar
a otro. Vitrubio ilustra su afirmacién con algunas relaciones numéricas. Por
ejemplo, un gnomoén que mida 9 unidades tendrd en Roma al mediodia del
Equinoccio una sombra de 8; asi que la relacién gnomén / sombra equinoccial
meridiana serd en Roma de 9/8. Y registra igualmente las relaciones corres-
pondientes a otros lugares: 4/3 en Atenas, 11/9 en Tarento, 7/5 en Rodas y 5/3
en Alejandria.

Es de notar que Vitrubio no dice nada mas sobre el uso de estas relacio-
nes. Se podria pensar por tanto, si no tuviéramos sino su texto, que tinicamen-
te se usaban para la construccién de relojes de sol en esos lugares. Por suerte la
aclaracion se halla en el primer libro de Hiparco (ca. 160-120 a.C.), su
Comentario a los 'Fendmenos' de Arato y Eudoxo: la relaciéon gnomén / som-
bra equinoccial meridiana se usé para determinar el paralelo de latitud del lugar
en que se media la relacién en cuestién. Tal como explica el autor con un ejem-
plo3, la latitud geogréfica de Grecia, es decir la distancia en grados de aquella
regién al Ecuador, o bien la altura del Polo en aquel lugar, es de unos 379 sien-
do alli de 4/3 la relacién en cuestién. La afirmacidn es casi exacta incluso segiin
las medidas actuales, pues de hecho Atenas ronda los 389 de latitud (y digamos
inmediatamente, siquiera entre paréntesis, que aunque el dato convenga mds o
menos a Atenas, Hiparco sélo habla de regiones de Grecia; y que segiin él mis-
mo subraya, el de esos 37° es s6lo un cilculo aproximado).

Hiparco, es verdad, no nos proporciona célculo alguno, ni nos muestra cémo
se obtiene el paralelo 37 a partir de la relacién 4/3, y si no tuviéramos un capitulo
especifico de Tolomeo* no podriamos sino intentar verificarlo con alguna recons-
truccién moderna. Pero no hay duda de que los mismos cdlculos sobre latitud geo-
grafica que se hallan en Tolomeo ya eran conocidos en época helenistica.

2\fltruvius: De Architectura, Ed. J. Soubiran (Paris, 1969), IX 1; cf. IX 7, 1,11.
3Hipparchus: In Arati et Eudoxi Phaenomena Commentarius, Ed. C. Manitius (Leipzig, 1894), 26-27.
4 prolemaeus: Syntaxis Mathematica, Ed. J. L. Heiberg (Leipzig, 1898), IL.5.
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Bueno serda que demos en este punto una breve explicacién de cémo se
usaba el gnomdn en la ciencia antigua. Si colocamos en cualquier punto del
plano horizontal un bastén vertical y observamos su sombra de la mafiana a la
tarde, constataremos que desde la salida hasta la puesta del Sol varia sin cesar;
primero se acorta gradualmente; y luego, después de un cierto tiempo, comien-
za a alargarse de nuevo. Un bastén vertical sobre el plano horizontal es la forma
mds antigua de reloj de sol: el llamado por los griegos gnomdn. Ahora nos inte-
resa el momento de la sombra més pequefla del dia: en este momento es medio-
dia, es decir que el Sol ha alcanzado el punto mas alto en su aparente camino dia-
rio, el punto de su culminacién. Y en todo el hemisferio Norte, por otra parte, la
sombra minima del dia indica la direccién Sur-Norte.

Sera facil percatarse ademds de que, aunque en cada lugar la direccién de la
sombra meridiana es siempre la misma, no ocurre igual con su longitud: en vera-
no la sombra del mismo bastén es mas corta, y en invierno mads larga; para noso-
tros, en efecto, el Sol culmina mds alto en verano y mds bajo en invierno.

Por tanto la misma sombra meridiana serd un dia del afio la mds larga y otro
dia la mds corta. La figura 1.* muestra esquematicamente las sombras meridia-
nas mas corta (BR) y mds larga (BT) del bastén (BA) puesto verticalmente. La
sombra meridiana mds corta caracteriza el dia mds largo del afio, el Solsticio de
Verano; e inversamente la sombra mds larga, la del Solsticio de Invierno, es la
del dia mds corto. Observando estas sombras se averiguaron los dias més largo
y més corto del afio. Ha de transcurrir precisamente medio afo para llegar de la

sombra mds corta a la mds larga; y viceversa, para

g que la sombra més larga se reduzca a la mas corta.

En este punto es interesante recordar que fue preci-
samente Tales, el primer cientifico griego, en el
siglo VI a.C. quien hizo la mds antigua observacion
que resulta pertinente para nuestro argumento: se
percaté de que del Solsticio estival al invernal pasan
més dias que viceversa, del invernal al estival®. Esta
diferente longitud de las dos mitades del afio se
debe, como es sabido, a la 2.* ley de Kepler: nuestro planeta aumenta su velo-
cidad al acercarse al Sol, y por eso una mitad del afio es mds breve que la otra.

Pero incluso conociendo que BR era la sombra meridiana del dia estival
més largo y BT la del invernal més corto, no era facil determinar la longitud de
la sombra meridiana equinoccial. Los griegos llegaron a la solucién de este pro-
blema haciéndose la siguiente reflexion:

m
Y
-

5Cf. M. R. Cohen - LE. Rabkin: A Source Book in Greek Science (Cambrigge Mass., 1958),92 n .2.
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La sombra meridiana (BR) es la mas corta cuando el Sol en la béveda celes-
te parece culminar en un punto de la prolongacion del segmento RA, digamos
en el punto L. Inversamente, la misma sombra serd la més larga (BT), cuando el
Sol culmine en el punto K de la boveda celeste: no hace falta gran imaginacion
para representarse el arco de circunferencia entre los dos puntos de culminacidn
L y K; y si trazamos un circulo con el bastén como radio y su extremo A como
centro, obtendremos la imagen especular (HG) del arco (LK) tomado sobre el
cielo; y si luego dividimos en dos por el punto F la imagen terrestre del arco
celeste, no queda sino unir el punto F con el extremo A del bastén, y la prolon-
gacién de este segmento de recta nos dari el punto terminal C de la sombra meri-
diana equinoccial.

Fue Anaximandro, en el siglo VI a.C. segiin la tradicién, el primer griego
que logré medir la sombra meridiana equinoccial, determinando asi con exacti-
tud la fecha del Equinoccio. De hecho la igualdad del dia y la noche no se puede
averiguar empiricamente a base de observaciones como la del dfa mas largo o el
mds corto: el Equinoccio no puede sino calcularse. Y seglin mi reconstruccion,
Anaximandro logré calcularlo mediante la biseccion del arco entre los
Solsticios.

Tal como se desprende de la descripcién de Vitrubio, la operacién que

hemos llevado a cabo con nuestro bastén nos da al mismo tiempo un modelo
astronémico del Universo. Ahora querria exponer ante todo los principales ele-
mentos de este modelo astrondmico.
El circulo que hemos trazado con el bastén como
radio y su extremo como centro es el circulo meri-
diano. Supongamos, en efecto, que estamos en el
punto B de la figura 2.7, y desde alli observamos
los fendmenos celestes: es como si a mediodia el
Sol culminara siempre en el cuadrante superior
izquierdo del circulo asi trazado (mientras que el
cuadrante inferior derecho serfa su imagen especular). En la descripcién de
Vitrubio el circulo meridiano es, a la vez, la imagen bidimensional de toda la
esfera celeste.

La recta indicada con las letras BRCT indica la direccién Sur-Norte, sobre
la cual cae siempre la sombra meridiana del bastén. A su paralela, indicada con
las letras EAI que pasa por el centro del circulo meridiano, le da Vitrubio el
nombre de horizonte (o sea limitador). Esta recta hace las veces de didmetro
para el circulo del horizonte que en la boveda celeste separa el hemisferio supe-
rior y visible del que queda inferior y oculto por la Tierra. Segun este modelo
simbdlico del Universo, la Tierra misma no es sino el extremo superior del bas-
tén, el punto A, una esfera mindscula en el centro de la inmensa esfera del Cielo.
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La recta indicada con las letras NAF es el rayo del Sol de mediodia que da
la sombra equinoccial sobre la recta BRCT, con su punto terminal C. Y ademés
es el didmetro, no sélo del circulo meridiano visible sobre la figura, sino tam-
bién de un circulo ain ma4s interesante. Porque en efecto, en el momento del
Equinoccio, el Sol como cuerpo celeste parece moverse en una Orbita circular
cuyo didmetro es precisamente la recta NAF. Asi que NAF es ante todo el dié-
metro del Ecuador celeste, del que el terrestre es mera proyeccion: el Ecuador
celeste es la Orbita aparente del Sol en el momento del Equinoccio; y a su vez en
el Ecuador terrestre, colocado bajo aquél, son siempre de igual duracién los dias
y las noches®.

En nuestra figura 2.* pueden verse ademas dos segmentos paralelos al dia-
metro del Ecuador, uno a la derecha un poco por encima (LG), y el otro a la
izquierda bajo dicho didmetro (KH). El texto de Vitrubio llama también did-
metros a estos dos segmentos. Si consideramos nuestra figura como imagen sim-
bdlica del Universo, construida a partir de las sombras meridianas, esto signifi-
ca que el Sol como cuerpo celeste parece describir en el momento de los
Solsticios unas trayectorias que tienen por didmetros respectivamente las rectas
KH y LG. En otras palabras, que incluso estos dos didmetros representan sim-
boélicamente los circulos a que pertenecen: LG representa el trépico de verano,
y KH es el didmetro del circulo trépico de invierno.

De su nombre griego kykloi tropikoi deriva nuestra palabra trépico. Sélo
que nosotros cuando hablamos de trépicos ya no solemos pensar en aquellos cir-
culos que la observacion inmediata proyecta sobre la béveda celeste como 6rbi-
tas del Sol en los meses de Junio y Diciembre, sino mds bien en su proyeccién
terrestre. Uno es el trépico de Cdncer, en el hemisferio septentrional, a la dis-
tancia de unos 249 del Ecuador, y otro el trdpico de Capricornio, en el hemisfe-
rio Sur, a igual distancia del Ecuador; y entre estos dos circulos paralelos se
extiende la zona térrida.

Segun nuestra figura los arcos LN y NK respectivamente, o bien sus imé-
genes especulares FH y FG, corresponden cada uno a un lado del pentadecdgo-
no regular inscrito en el circulo, es decir a 249, de modo que la distancia entre
ambos circulos seria de 48°. Estas medidas son por supuesto aproximadas, y en
todo caso fueron perfeccionadas ya en el siglo Il a.C. por Eratéstenes, y mds
ain por Hiparco 100 afios después. Pero vale la pena prestar atencién a este
dato, ya que esta medida angular (24%) es igualmente la del 4ngulo comprendi-
do entre el eje de la Tierra y el de la Ecliptica, que en la literatura cientifica anti-
gua se llamaba precisamente Oblicuidad.

6 A. Szab6 - E. Maula: Enklima (Athen 1982).
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Prestemos atencién ahora a la siguiente pregunta: ;Serd verdad que no tene-
mos testimonios decisivos para decidir si Endpides de Quios, el astrénomo del
siglo V a.C., al hablar de la medida de la Ecliptica y determinar asi como arcos
las distancias de los trépicos al Ecuador, pensaba tan solo en los circulos tropi-
cos de la boveda celeste, o pensaba también en sus proyecciones terrestres?
Dado que la expresiébn zonas terrestres ya se encuentra en el filésofo
Parménides, anterior a Enépides, me parece plausible conjeturar que Endpides
hizo la proyeccidn de los circulos celestes sobre la Tierra; y que asf, al determi-
nar la distancia al Ecuador de los dos primeros paralelos de que hay noticia his-
tdrica, que son por tanto dos paralelos de longitud, fue también uno de los pre-
cursores de la Geografia matematica.

Y atin querria subrayar otro hecho: que Endpides expres6 la medida del
arco en cuestién como el lado de un pentadecdgono regular inscrito en el mismo
circulo’. Asi pues, segin este modo de pensar, el lado de un poligono conside-
rado como cuerda pertenece a un arco. Esa conexién entre cuerda y arco nos
recuerda la celebérrima tabla de cuerdas y arcos, la trigonometria de los griegos
en Tolomeo.

Pero volvamos ahora a nuestro modelo astronémico de la figura 2.*: consi-
deremos el tridngulo cuyos catetos son el bastén vertical (AB) y su sombra equi-
noccial (BC) en el plano horizontal; y su hipotenusa el rayo de Sol (AC) que
proyecta la sombra al mediodia. En este tridngulo reviste especial importancia el
angulo en el vértice A, que se puede medir con el arco de circunferencia BF. Este
arco es, como se ve inmediatamente por la figura, la distancia sobre un meri-
diano del Ecuador NF al punto B. En nuestra moderna terminologia este con-
cepto toma el nombre de latitud geogrdfica del punto B, que solemos expresar
en grados. Su nombre antiguo era la palabra griega klima, que hoy dia usamos
con un sentido algo cambiado: en la ciencia griega esta palabra técnica indicaba
originalmente la inclinacion del cielo. Con ayuda de la figura 2.* podemos com-
prender también cudl era esta inclinacién del cielo.

Si plantamos el gnomén en el punto B para medir su sombra, observamos
la béveda celeste sobre este punto B. Pero cuando trazamos el didmetro del cir-
culo del horizonte (la recta EAI) no sélo dividimos la esfera celeste en un hemis-
ferio superior visible y otro inferior invisible, sino que ademas el punto de par-
tida de nuestra observacién se traslada simbdlicamente del punto B al A. El
punto més alto sobre nuestra cabeza es el Zenir (Z). La distancia del Zenit al
Ecuador, o mds precisamente del punto N al didmetro del Ecuador, indicada con
el arco ZN es la inclinacion del cielo, el clima. Y como no podemos medir este

7 Ibidem:120 s.
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arco en la béveda celeste, mediremos su imagen especular, el BF de la figura
(evidentemente igual, al ser opuesto por el vértice).

No se olvide sin embargo el peculiar razonamiento que subyace en el tér-
mino técnico griego: cuando los antiguos hablaban de klima median la incli-
nacion del cielo que es una pura apariencia. Pero aunque aparente, esta incli-
nacion del cielo nos seiiala la real curvatura de la Tierra a lo largo de un meri-
diano, desde el Ecuador al punto en que hemos plantado el bastén cuya som-
bra medimos. Cierto que nuestra visidn ya no es geocéntrica, pero respecto a
las enormes distancias del Universo, la diferencia entre geocentrismo y helio-
centrismo resulta insignificante. Las medidas de la longitud y latitud en la
Geografia matemdtica reposan incluso hoy dia en la misma ficcién que fue el
postulado de la Astronomia griega: la Tierra como esfera inmévil en el centro
del Universo: un punto imaginado como inmévil al que seguimos refiriendo
todo el movimiento.

Aqui debo llamar la atencidn sobre otro interesante concepto: La recta PQ
de la figura 2.” es perpendicular en el punto A al didmetro del Ecuador, NAF.
Esta recta es el eje imaginario de la Tierra, y por tanto del Universo entero. Da
la impresién de que toda la béveda celeste da una vuelta completa en torno a este
eje en las 24 horas del dia y la noche. El extremo superior del ¢je, el punto P,
indica la direccién del Polo Norte. Pero miremos ahora el dngulo que este eje
forma con al linea del horizonte, el dngulo indicado con la letra griega ¢.
Observando con atencién se notara que los lados del arco BF por una parte, y
del 4ngulo ¢ por otra, son perpendiculares entre si, con lo que ambos dngulos
son iguales. Del arco BF sabemos ya que es el clima, la latitud geografica, o bien
la distancia en grados del punto B al Ecuador. Y a su vez el angulo ¢ es la altu-
ra del polo Norte sobre el horizonte; es decir, sobre el horizonte aparente del
punto B. Asi que estos dos conceptos, designados con los tres nombres de clima,
latitud geogrdfica (o distancia al Ecuador) y altura polar, tienen siempre por
medida el mismo valor numérico.

Vale la pena distinguir los conceptos de distancia al Ecuador y altura polar
en un lugar dado, que se miden con los mismos grados de dngulo. La ciencia
antigua elaboré tres procedimientos diferentes para calcular la latitud geografi-
ca. Y aunque el 3° de éllos no siguié usandose en la ciencia antigua, tenemos
indicios de su existencia desde la época arcaica tardia. Y los otros dos, usados ya
antes de Tolomeo, aseguraban el control de sus resultados.

El 1T método de los dos que se usaban en la ciencia helenistica consistia en
medir en cualquier punto la relacién entre el gnomon vertical plantado en el
plano horizontal y su sombra meridiana equinoccial. En Roma, por ejemplo,
seglin hemos adelantado, esta relacién era de 9/8; lo cual significa que en esta
localidad un bastén de 9 unidades de longitud tiene en el Equinoccio una som-
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bra meridiana de s6lo 8. Con estos dos datos se calculaba la distancia en grados
de aquella localidad al Ecuador, es decir, el arco BF de la figura 2.%.

El 2.° método consistia en averiguar la duracién del dia mas largo del afio
en horas (y fraccién de hora) para la localidad en cuestidn, y con este dato cal-
cular la altura polar, el 4ngulo ¢ de la figura 2.%, igualmente en grados. Siempre
que fueran exactas las medidas y correctos los cédlculos, ambos métodos debian
dar en cada sitio iguales resultados. Y estos son los métodos que hallamos efec-
tivamente en nuestras fuentes helenisticas.

Sin embargo a mi entender es més interesante aquel 3°T método arcaico y
caido ya en desuso en la época helenistica. Sabemos que Eudoxo (en la primera
mitad del siglo IV a. C.) quiso determinar la latitud geogréafica de Grecia del
siguiente modo: dividid la trayectoria aparente del Sol en el Solsticio de verano
en 8 partes, y afirmé que 5 de ellas quedan sobre el horizonte y 3 debajo8. Tal
relacién de 5/3 entre el dia y la noche es caracteristica en efecto de una determi-
nada latitud geogréfica (y precisamente a partir de este método se desarrolld el
procedimiento para determinar la altura polar de un lugar dado conociendo la
duracién del dia més largo del afio); pero se impone la pregunta de cémo consi-
gui6 Eudoxo dividir en esa proporcién la drbita del Sol en el Solsticio de verano.

A mi parecer se basé en el esquema de nuestra figura 2.%. Tal como puede
verse, el didmetro EAI del horizonte corta en el punto S el didmetro LG del cir-
culo del Solsticio estival (es decir, la 6rbita del Sol en este dia). Esta division
nos permite determinar también los arcos diurno
y nocturno del Sol en esta época del afio.

La figura 3.” relaciona el didmetro LG con su
circulo (no representado en la 2.*). Asi pues,
segin la figura 3.7, en Grecia y en el Solsticio de
verano el Sol sale por el punto M, culmina a
mediodia en el punto L, y luego se pone por M”,
siendo MGM” el arco nocturno. Pero en esta
figura 3.* se ven también los mismos segmentos
LS y SG del didmetro que en la 2.%. Y se aprecia
inmediatamente que el segmento MS es la media
proporcional entre LS y SG. Doblando esta media tendremos la cuerda MM~
que pertenece al arco nocturno MGM"; y al ser conocida la proporcién del dia-
metro LG con sus dos partes LS y SG (determinadas practicamente a partir de
las sombras meridianas en los Solsticios), ya se podian calcular la de esta cuer-

8¢t supra n. 3.
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da MM con el didmetro y la del arco MGM "~ con el circulo entero (6/180 =
26/360). Y es asi por consiguiente como pudo Eudoxo determinar, aproxi-
madamente al menos, la latitud geogréfica de Grecia®.

Tradujo del italiano HERMENEGILDO DELGADO REYES,
Catedritico de Griego en el Instituto Villalba Hervés de La Orotava.

9 Los métodos griegos en términos actuales

Los célculos griegos de los dngulos ¢ y € consisten en usar 2 de las 3 proporciones que se descu-
bren midiendo en los dias de solsticio las sombras meridianas de un gnomén, o la duracién del dia o la
noche. Hoy dirfamos que BR/AB y BT/AB (figura 2%), proporciones entre las sombras y el gnomén, son
las tangentes de (¢d-€) y (b+e); y que el coseno del dngulo 9 (figura 3%), que representa el arco del dia o
noche minimos del afio, equivale al producto de las tangentes de ¢ y e.

Un modo f4cil de probar esta relacién entre los 3 dngulos es observar en los tridngulos AOS y AOG
(figura 2*) que las tangentes de ¢ y € son OS/OA y OA/OG; y que su producto OS/OG =0S/OM (figu-
ra 3%) es el coseno de 9. Otro algo més retorcido pasa por calcular las tangentes a partir de las sombras
meridianas; multiplicar sus valores, respectivamente (BTXxAR+BRxAT)/(AB)(AR+AT) y (BTxXAR-
BRxAT)/(AB)(AR+AT); y comprobar que la expresiéon (AT-AR)/AT+AR) de su producto resulta equi-
valente a (LS-SG)/(LS+SG) (probada por las semejanzas ATC ~ GAS y ARC =~ LAS Ila igual pro-
porcién de estas sagitas y aquellas hipotenusas), y por tanto a OS/0G y al coseno de 9.

Si este mismo coseno se expresa como (CT-RC)/CT+RC) (aprovechando la proporcién de CR y
CT con las hipotenusas, segiin el teorema de la bisectriz), se verd ain mds clara la correspondencia de
la lfnea RCT de las sombras con el didmetro solsticial GSL.

Asi pues, ya se midan en un solsticio la sombra meridiana y el dia o noche més cortos; ya se espe-
re 6 meses de uno a otro para partir de ambas sombras, siempre habrd dos ecuaciones para despejar los
dos dngulos.

El célculo resulta mds simple una vez determinados el dia del equinoccio y el valor constante de €;
entonces para hallar la tangente de ¢ basta, en el dia del equinoccio, medir directamente la sombra BC;
y en el del solsticio medir la noche o dia més cortos, deducir el dngulo ¥ (multiplicando la duracién por
7'5), y dividir el coseno de éste por la tangente de .

Entreténgase el lector en calcular el valor actual de la ecliptica, y la latitud de un lugar donde un
gnomoén de 240 unidades da sombras solsticiales de 21 y 306; y la noche mds corta, con 10h,11'18", da
para O 760 24'45".

Estos célculos, ahora tan ficiles, eran laboriosisimos cuando las proporciones angulares sélo podi-
an estudiarse en los poligonos regulares construibles. Acaso por ello hable Eudoxo de la proporcién 5/3,
referida al octégono en que se apoyaba su célculo; y Endpides del pentadecdgono que permitia cons-
truir el 4ngulo €.

[Nota del T. E., inspirado en trabajos del Prof. Szabd].
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