EUDOXO Y LA MATEMATICA

Carlos Mederos Martin
I.B. VIERA Y CLAVIJO. Enero 1998
“Ciencia y cultura en la Grecia clésica y helenistica”

Cuenta el profesor E. R. Dodds en el primer capitulo de su libro “Los
Griegos y lo Irracional” que en cierta ocasién se encontraba en el Museo
Britanico contemplando las esculturas del Partenén cuando se le acercé un
joven y le dijo con aire preocupado: ”Sé que es horroroso confesarlo, pero este
arte griego no me dice lo mds minimo”. El profesor le respondié que lo que
decia le parecia muy interesante, y afladid: ;podria definir de algiin modo las
razones de su falta de emotividad?” Reflexioné por espacio de uno o dos minu-
tos y después contestd: “Es todo él tan terriblemente racional..., jcomprende
lo que quiero decir?”

Ahora bien, todas las culturas tienen mds 0 menos componentes irracio-
nales, de manera que esta “terrible racionalidad” es lo que confiere a la cul-
tura Griega un cardcter singular, y puesto que lo sugestivo se encuentra en la
singularidad y no entre la generalidad, es precisamente éste el motivo que hace
que la cultura griega tenga “tantas cosas que decirnos”, sin que ello signifique
que lo irracional no tenga importancia en su desarrollo posterior.

Racionalidad ésta que gira en torno al concepto matematico de propor-
cién, entendida como una igualdad de razones entre magnitudes, y cuyas hue-
llas podemos seguir, haciendo un somero recorrido por varias manifestaciones
culturales griegas que se desarrollaron en los siglos anteriores a la aparicién de
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los Elementos de Euclides. Leemos, por ejemplo, en la obra del arquitecto
romano Vitrubio (siglo I d.C.) la siguiente descripcidn de las columnas usadas
en los edificios que siguen el orden Ddrico:

“Ion conquisto el territorio de Caria y fundo alli ciudades grandio-
sas... Estas ciudades, después de haber expulsado a los carios y a los
lélegos, llamaron Jonia a esta parte de la tierra a partir del nombre
de su jefe Ion y, después de haber sefialado recintos consagrados a
los dioses inmortales, empezaron a edificar templos. El primer tem-
plo... que vieron construido asi estaba en una ciudad de los dorios.
Como quisieron poner columnas en este templo y no tenian las medi-
das de las proporciones, investigaron cémo hacerlas para que no sélo
fuesen aptas para soportar la carga, sino que también fuesen de
aspecto agradable por sus proporciones. Midieron la huella de un pie
humano y la relacionaron con su altura. Cuando supieron que el pie
era la sexta parte de la altura de un hombre, transfirieron esta rela-
cion a la columna. Hicieron la altura del fuste, incluido el capitel,
seis veces mayor que la anchura de su base. Asi fue como la colum-
na dorica aporté a los edificios las proporciones de un cuerpo varo-
nil y su solidez y belleza”.

VITRUBIO, 4, 1, 4-6

Otro ejemplo lo encontramos en la escuela escultérica de Argos, en el
Peloponeso, la cual tuvo en la época clédsica, entre el 460 y el 420 a.C., un
maestro llamado Policleto, autor de un libro titulado “Kanon” (norma) que
encierra los resultados de un minucioso estudio de las proporciones del cuer-
po humano, partiendo del concepto basico de symmetria, o 1o que es 1o mismo,
la relacién arménica de las partes, unas con otras y cada una con el conjunto.
Como demostracién de los principios expuestos en su libro, Policleto hizo la
estatua de un joven lancero, el Doriforo, que sirvié de modelo a muchos artis-
tas, los cuales la llamaban “canon” como al libro.

No sélo en el mundo del arte encontramos las huellas de la proporcién.
Un caso interesante lo constituye la medicina hipocrética, recopilada en el
“Corpus Hippocraticum”, en el que se recogen tanto las obras de Hipdcrates
de Cos (460-370 a.C.) como las de los miembros de su escuela. En un trata-
do incluido en el Corpus titulado “La Naturaleza del Hombre”, atribuido a
Polibo, yerno de Hipdcrates, se describe el cuerpo humano como constituido
por cuatro humores (sangre, flema, bilis y atrabilis). El hombre estd sano cuan-
do estos humores se hallan reciprocamente proporcionados en propiedades y
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cantidades. En cambio, estd enfermo cuando hay un exceso o defecto de algu-
no de ellos y desaparece aquella proporcién; de manera que la funcién del
médico consiste en restablecerla.

Pero, probablemente, uno de los ejemplos mis interesantes del uso de la
proporcién en la cultura pre-euclidea sea la teoria musical de la escuela pita-
goérica, fundada en Crotona (Magna Grecia) por Pitdgoras de Samos durante el
siglo VI a.C. Sabemos que los pitagéricos consideraban al nimero (entero
positivo) no s6lo como principio, sino como elemento constitutivo de las
cosas. Se atribuye a Pitdgoras el descubrimiento de que a cada uno de los dife-
rentes armonicos de una nota le corresponde una proporcién entre la longitud
de toda la cuerda y la de una parte de la misma. Asi cuando la razén es 1/2
tenemos la octava, si es 2/3 obtenemos la quinta, y si es 3/4 la cuarta. Esta teo-
ria de la armonfa musical es un caso particular de una teoria general de la
Armonia del Cosmos, la cual establece que los planetas giran alrededor de un
fuego central generando una mdsica conocida como “la armonia de las esfe-
ras” y que no oimos porque nos acompaifia desde nuestro nacimiento (es lo
que algunos llaman silencio). Segin Arpad Szab6 (“Los principios de la
Matematica Griega”) el método usado por los pitagéricos para hallar las razo-
nes entre la longitud de una cuerda y la secciones de la misma que producen
notas consonantes dio origen al método de las sustracciones sucesivas o antip-
hairesis (hoy llamado algoritmo de Euclides) para hallar las razén entre mag-
nitudes en general.

Sean dos magnitudes A y B tal que A>B, para hallar la razén entre ellas,
usando la antiphairesis, procederemos a sustraer la magnitud menor, en este
caso B, de la mayor A tantas veces como se pueda, obteniéndose el resto Ry,
a continuacion restamos el resto Ry de B tantas veces como sea posible, gene-
rindose el resto Ry, luego restamos R, tantas veces como se pueda de Ry, y
asi sucesivamente hasta que el resto correspondiente se anule, con lo cual
hemos obtenido la medida comin M de las dos magnitudes. Es claro que si
aceptamos la tradicion pitagdrica consistente en identificar la unidad aritméti-
ca, el punto geométrico y una especie de dtomo fisico, podemos asegurar que
este proceso de sustraccién reciproca terminard después de un nimero finito
de pasos (en el peor de los casos, la medida comin M serd el tamafio de un
atomo); con lo cual siempre podremos hallar la razén entre dos magnitudes y
expresarla como una razén entre nimeros enteros:

A

n . . .
B=m siendo n y m nimeros (enteros positivos)
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La siguiente figura ilustra el proceso descrito anteriormente para m=3 y n=5:
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Ademas, el hecho de que exista la medida comin M nos permite afirmar
que mA=nB, lo que resulta de utilidad para definir la proporcién.

La igualdad de razones entre dos pares de magnitudes A y B por un lado, y
C y D por otro, es lo que llamaremos proporcién, que junto con la idea de nime-
ro como principio de todas las cosas, confieren a la Geometria la capacidad de
penetracion en el “Kosmos” para obtener conocimiento cierto, como hemos
visto en los ejemplos iniciales. Esta idea de proporcién puede ser expresada,
teniendo en cuenta el anterior concepto de razon, de la siguiente forma:

A_C _ _
:>§_D<:>(mA =nB= mC = nD)

UIIIO S | 2>
Bl= B =

Pero, ;por qué la Geometria se instaura como ejemplo de la posibilidad de
adquirir conocimiento cierto?. Para responder a esta pregunta recurriremos a la
filosofia de la escuela de Elea, especialmente a Parménides, maestro de Zendn
el autor de las conocidas aporias.

Con Parménides (nacido en Elea en la segunda mitad del siglo VI a.C.) la
cosmologia se transforma en ontologia, es decir, de la bisqueda de los prime-
ros principios se pasa a la busqueda de la naturaleza del ser, de manera que
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éste se presenta como un innovador radical en el dmbito de la filosofia de la
phisis. De su poema Sobre la Naturaleza nos han llegado, gracias a Simplicio,
el prélogo (o proemio) integro, casi toda la primera parte y algunos fragmen-
tos de la segunda. En el prélogo se describe un viaje a la morada de la Diosa
(la cual representa la verdad que se desvela) y el encuentro con ésta, quien
anuncia su voluntad de hacer una importante revelacion. Esta revelacidon con-
siste en la indicacidn de la existencia de dos vias o caminos: la via de la ver-
dad absoluta y del conocimiento cierto, y la via de la opinién (doxa), es decir,
de la falsedad y el error que provienen de los sentidos, los cuales s6lo produ-
cen apariencias.

La via de la verdad se podria resumir en la siguiente frase: “es y es imposi-
ble que no sea; no es y es necesario que no sea”. Es decir:

El Ser Es
El No Ser No Es

Podemos entender estas afirmaciones como la formulacién de un principio
de no contradiccion, esto es, del principio que afirma la imposibilidad de que los
contrarios coexistan al mismo tiempo, llevado a los contrarios supremos: el ser
y el no-ser.

Ahora bien, si del ser s6lo puede decirse que es y del no-ser que no es, pode-
mos extraer las siguientes consecuencias:

1.- EL SER ES ETERNO: Aceptar que tiene principio o fin equivaldria a
afirmar que antes de ser era no-ser; o que después de ser pasard a no-ser, lo cual
vulnera la regla que nos guia por la via de la verdad.

2.- EL SER ES CONTINUO: Dado que si afirmamos que es discontinuo,
estariamos damitiendo que junto al ser hay regiones de no-ser.

3.- EL SER ES UNICO: Si afirmamos la existencia de cualquier otra cosa
que no sea ser, estamos afirmando que el no-ser es.

4.- EL SER ES INMOVIL: Si el no-ser no es, no existir4 el vacio; y, ade-
mas, si el ser es continuo y dnico, es imposible que pueda moverse.

De estas cuatro propiedades que Parménides deduce “por la sola fuerza de
la razén”, se sigue una condena de la idea de vacfo, de la pluralidad y del movi-
miento —y por tanto una critica radical a todo conocimiento obtenido por medio
de los sentidos— que sélo nos brinda apariencias sobre las que fundar opiniones,
no la Verdad.

Por otra parte, son precisamente los objetos de la Geometria los mejores
candidatos a cumplir las propiedades del Ser de Parménides anteriormente
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expuestas, de ahi que ésta se haya instituido como ejemplo demostrativo de la
posibilidad de lograr certidumbre en el conocimiento humano, ya que sus obje-
tos respetan el supremo principio de no contradiccidn, o sea, pertenecen al
mundo de la Verdad.

Para ver el papel desempefiado por la proporcion dentro de esta concepcion
de la Geometria podemos recurrir a las palabras de Plat6n, heredero de la onto-
logia de Parménides:

“No es posible que dos términos formen por si solos una hermosa
composicion sin un tercero, pues es necesario que entre ellos haya
un vinculo que los aproxime. Ahora bien, de todos los vinculos el
mas bello es el que se da a si mismo y a los términos que une, la
unidad mas completa. Y es naturalmente la proporcién (analogia),
la que realiza esto del modo mas bello.

PLATON - Timeo

Es decir, la proporcién es el vinculo que mantiene la unidad del Ser. Para
aclarar esto imaginemos todas las piezas de un reloj esparcidas sobre una mesa
formando una “multiplicidad” desordenada. Si conociésemos la forma en la que
cada pieza se relaciona con las demds, el modo en que cada una se incluye en el
conjunto; es decir, la relacién entre las distintas partes y el todo; lo que tenemos
encima de la mesa es un reloj. De la misma manera, consideremos, por ejemplo,
los segmentos, objetos fundamentales de la Geometria. Establecer proporciones
entre ellos significa describir la forma en la que cada uno de ellos es parte de otro
para formar un todo: el Segmento.

De esta manera podemos asegurar, tal como sugeriamos con los ejemplos
iniciales, que los objetos de la Geometria junto con la Proporcién como método
para explicar la relacion entre las partes y el todo, constituyen la via para la
obtencién de conocimiento cierto, es decir, la Via de la Verdad.

Alrededor del afio 300 a.C. aparecen Los Elementos de Euclides, en los que
se consagra el método axiomdtico deductivo como via rigurosa para la cons-
truccion del conocimiento, y que recogen, segtin Proclo, los saberes matemati-
cos de varias generaciones de pitagdricos, para los cuales, como sabemos, el
nimero da cuenta de todas las cosas. Si embargo, en los Elementos encontramos
un hecho singular, como lo es la aparicién de proposiciones aparentemente
redundantes, por ejemplo:

Proposicion VII - 13: “Si cuatro nimeros son proporcionales, serdn tam-
bién proporcionales alternativamente”.
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Proposicion V - 16: “Si cuatro magnitudes son proporcionales, seran tam-
bién proporcionales alternativamente”.

Este hecho resulta ser un indicio de un descubrimiento pitagérico que rom-
pi6 la armonia que ellos mismos habian construido en torno al nimero, pues, ;no
explica el numero todas las cosas, y por tanto, también a las magnitudes? Y si no
es asi, (qué es lo que originé esta dualidad nimero-magnitud?

Las respuestas a estas preguntas las encontramos en el hecho ocurrido duran-
te la primera mitad del siglo V a.C. consistente en el descubrimiento de las mag-
nitudes inconmensurables . En efecto, se encontraron parejas de magnitudes tales
que su antiphairesis se prolongaba indefinidamente. Por ejemplo, si intentamos
hallar la raz6n entre la diagonal y el lado de un cuadrado usando las sustraccio-
nes sucesivas, en primer lugar llevaremos el lado sobre la diagonal, a continua-
cién llevamos el primer resto sobre el lado, e inmediatamente, nos encontraremos
llevando el lado de un cuadrado sobre su diagonal, es decir, en la situacion ini-
cial; en consecuencia, esta situacion se repetird indefinidamente:

«—Ri— Rl —p <82

Surge asi un objeto inquietante: el INFINITO. Para aclarar esto debemos
recordar que los matematicos griegos consideraban al nimero como “una plura-
lidad de unidades* (Elementos, Def. VII - 2), o también “multitud de unidades”
(Metafisica 1053 a), por lo que son divisibles un niimero finito de veces, dado
que la unidad es indivisible, mientras que las magnitudes son continuas, es decir,
indefinidamente divisibles, de manera que si admitimos que una magnitud puede
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ser dividida un ndmero infinito de veces (por ejemplo, por dicotomia) las dis-
tintas partes en las que queda dividida se desvaneceran en la NADA . Esto sig-
nifica que algo que ES (la magnitud) ha pasado a NO SER (la nada). En conse-
cuencia, si admitimos el infinito dentro de la Geometria, estaremos vulnerando
el principio fundamental de no contradiccion, por lo que ésta serd desterrada al
mundo de la doxa, abandonando la via de la Verdad.

Aristételes, al parecer, se dio cuenta de esto:

“...Los matematicos no necesitan y no hacen ningtin uso del infinito sino
solamente de magnitudes tan grandes como se quiera, aunque finitas...”.

FISICA 207 b

Ademas, si la antiphairesis entre dos magnitudes se prolonga indefinidamen-
te, no tiene sentido hablar de razon entre ellas, y, por lo tanto, tampoco tendré sen-
tido hablar de proporcion entre estas dos magnitudes y otras dos cualesquiera; de
ahi que no podamos asegurar que el uso de la proporcion sea una via fiable para
la obtencién de conocimiento. De hecho, es posible que este sea el motivo por el
que Euclides demuestra algunas proposiciones de sus cuatro primeros libros de los
Elementos usando artificios relativamente mds complicados que el uso de la seme-
janza entre figuras. Un ejemplo de esto tltimo lo podemos encontrar en la demos-
tracién de la Proposicién I - 47, conocida como Teorema de Pitagoras.

Pero quien realmente rescat6 a la Geometria del mundo de la opinién,
devolviéndola a la via de la verdad, evitando el infinito, y por lo tanto salvando
el uso de la proporcion, fue el matematico Eudoxo de Cnido, el cual nacié en
esta dltima ciudad alrededor del 408 a.C., aprendié matemaéticas con los pitagé-
ricos en Tarento, fue alumno de Platén en Atenas y posteriormente fundé una
escuela en Cicico. Mas tarde viaj6 a Atenas con sus alumnos pero la hostilidad
de Plat6n le obligd a regresar a su ciudad natal. Muri6 alrededor del afio 355 a.
C. en el curso de un viaje a Egipto.

A Eudoxo, ademaés de ser el autor de la primera teoria astronémica conoci-
da en la que se usan esferas concéntricas para explicar el movimiento de los
astros, se le atribuyen dos hallazgos fundamentales en la Matematica: la Teoria
de las Proporciones contenida en el libro V de los Elementos, y el método de
Exhauscién con el que se demuestran algunos teoremas del libro XII.

La atribucién del contenido del libro V a Eudoxo se basa en un escolio cuyo
autor es posiblemente Proclo, en el que se relata que “alguno dice” que este libro,
conteniendo la teorfa general de las proporciones la cual es igualmente aplicable
a geometria, aritmética, musica y toda ciencia matematica, “es el descubrimiento
de Eudoxo...” (Euclid, ed. Heiberg., vol. V, p. 280 - citado por Heath).
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De la teoria de la proporcién contenida en el libro V podemos destacar las
definiciones tres y cuatro, con las que se establece el concepto de razén entre
magnitudes:

Definicién V - 3: "Una razén es determinada relacién con respecto a su
tamaiio entre dos magnitudes homogéneas”.

Definicién V - 4: “Se dice que guardan razén entre si las magnitudes que,
al multiplicarse, pueden exceder una a la otra”.

La primera de estas definiciones adolece de cierta imprecisién que puede estar
relacionada con la generalidad del Libro V, pues su contenido se aplica a cualquier
tipo de magnitudes. De la misma manera que no se precisa si las magnitudes son
conmensurables o no, no se precisa el tipo de relacion, pues ésta depende del géne-
ro de las magnitudes en cuestién. Lo que si queda claro es que para poder estable-
cer una razén entre dos magnitudes éstas deben ser homogéneas.

La segunda de las definiciones nos da a entender que no basta con que las
magnitudes sean homogéneas para poder definir una razén entre ellas, y la pode-
mos interpretar de la siguiente forma: si A y B son magnitudes que tienen razdn,
entonces existen nimeros (naturales) m y n tales que mA>B y nB > A.; lo cual
significa que por muy pequefia que sea A y por muy grande que sea B, yuxtapo-
niendo A consigo misma un niimero suficiente de veces, superard a B. Esto no es
sino una forma de prohibir lo infinitamente pequefio y lo infinitamente grande.
En efecto, si A fuese infinitamente pequefia, por muchas veces que la sumemos,
no superard a B. De la misma forma, si B fuese infinitamente grande no podra
ser superada por ningtn multiplo de A. Por lo tanto podemos decir que las mag-
nitudes que tienen razén se mantienen dentro de unos mdrgenes “razonables”.

Como consecuencia de la anterior definicién de razén surge la de igualdad
de razones, es decir, la proporcién:

Definicion V - 5: “Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén
con una segunda que una tercera con una cuarta, cuando cualesquiera equi-
multiplos de la primera y la tercera excedan a la par, sean iguales a la par o
resulten inferiores a la par, que cualesquiera equimultiplos de la segunda y la
cuarta, respectivamente y tomados en el orden correspondiente”.

(mA>nB= mC>nD)

=%® (mA=nB= mC=nD) con my n niimeros cualesquiera (naturales)
(mA<nB= mC<nD)

SRS
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Esta definicién es aplicable tanto a magnitudes conmensurables como
inconmensurables, y permite evitar el proceso infinito que surgia al intentar
hallar las razones por medio de la antiphairesis , restableciendo la proporcién y
la semejanza de figuras como herramientas de razonamiento geométrico vali-
do. Si observamos esta definiciéon vemos que la condicién central (la igualdad)
coincide con la definicién obtenida por medio de la antiphairesis para dos pares
de magnitudes conmensurables. El caso de inconmensurabilidad queda cubierto
por las otras dos condiciones, en las cuales se observa el uso del concepto de
razén establecido en la Definicién V-4.

Un ejemplo de aplicacion de la misma, en la que se puede apreciar esto ulti-
mo, lo encontramos en la primera proposicién del libro VI de los Elementos:

Proposicién VI - 1: “Los tridngulos y los paralelogramos que tienen la
misma altura son entre si como sus bases”.

Es evidente que la anterior proposicion no tendria sentido si utilizamos la
antiphairesis para obtener las razones entre magnitudes, ya que las bases podri-
an ser inconmensurables; cuestién que queda soslayada si usamos la definicién
V-5. La demostracion se basa en la siguiente figura:

A
‘Tl
P B C D [0)
m veces BC nveces CD

en la que se ha prolongado la base BC m veces hacia la izquierda, obteniéndose
m tridngulos iguales a Ty (por tener todos la misma base y la misma altura); y
lo mismo hacemos con CD hacia la derecha n veces. Entonces:

m BC<nCD=triang(APC)<triang(ACQ)=>mT j<nT?

m BC<nCD=triang(APC)<triang(ACQ)=>mT j<nT) @g,—lc)zgl

m BC<nCD=triang(APC)<triang(ACQ)=mT j<nT) 2
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Otra consecuencia de la definicion de razén dada en el Libro V, de gran
importancia para excluir el infinito del razonamiento geométrico, es la primera
proposicion del Libro X, con la que se puede establecer una conexién entre la
Teoria de las Proporciones y el Método de Exhauscidn, también atribuido a
Eudoxo, y del que hablaremos posteriormente. Podemos afirmar que esta pro-
posicién confiere a la obra de Eudoxo un cierto caricter de unidad. Su enuncia-
do es como sigue:

Proposicién X - 1: “Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la
mayor una magnitud mayor que su mitad y, de la que queda, una magnitud
mayor que su mitad y asi sucesivamente, quedard una magnitud que serd
menor que la magnitud menor dada”.

De esta proposicion, de la que muchos dicen que es “intuitivamente evi-
dente”, podemos destacar, entre otros, dos aspectos interesantes: por un lado,
resulta sorprendente que un resultado tan “sencillo” tenga unas consecuencias
tan importantes para el posterior desarrollo de la Matematica (en este enunciado
subyace la formulacién de la idea de limite sin hacer uso del infinito, lo que per-
mitird “atacar geométricamente las curvas” sin tener que considerarlas como
“poligonos de infinitos lados™). Por otro lado, esta proposicién resulta ser una
muestra de la grandeza de la Matemadtica Griega, pues a pesar de que parece evi-
dente, los griegos se dieron cuenta de que la demostracién no sélo era posible,
sino NECESARIA, mostrando asi una desconfianza absoluta de todo conoci-
miento obtenido por medio de los sentidos y, de paso, desveldndonos el autén-
tico significado de la demostracién: “demostrar” es recorrer la Via de la Verdad,
haciendo ver (mostrando) en todo momento que el Ser ES y el No-Ser NO ES.

Para ilustrar el significado de esta proposicién consideremos el siguiente
ejemplo: sea un circulo C en el que inscribimos un cuadrado HEFG:

H

(o)
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Es facil ver que el drea del cuadrado es mayor que la mitad del drea del circulo:
area(®) = 1/24rea(m) > 1/24rea(®)

Consideremos ahora la magnitud diferencia entre el circulo y el cuadrado

formada por cuatro segmentos circulares iguales. Si en cada uno de éstos inscri-
bimos un tridngulo como se ve en la siguiente figura:

Q

H p E

Resulta que el drea de cada tridngulo es mayor que la mitad de cada uno de
los segmentos circulares. En efecto:

drea(A) = 1/2area(l ) > 1/24area(»)

Formandose asi un octégono regular inscrito en el circulo. Si repetimos este
proceso obtendremos un poligono de 16 lados, de 32 lados y asi sucesivamente,
de manera que en cada paso le restamos a la magnitud inicial (la diferencia entre
el circulo y el cuadrado) una cantidad mayor que su mitad, por lo que, en virtud
de la Proposicién X-1 la diferencia entre el circulo y los sucesivos poligonos se
puede hacer més pequeila que cualquier magnitud dada, es decir, que estos “ago-
tan” al circulo. Esto nos permite obtener propiedades del circulo por medio de
los poligonos inscritos sin necesidad de considerar al circulo como un poligono
de infinitos lados, como habia hecho Demdcrito, dado que la diferencia entre
éste y el poligono se puede hacer tan pequefia como se quiera, confiriendo asi el
necesario rigor al razonamiento geométrico, al haber excluido el uso del infini-
to en el tratamiento de las curvas.

En particular resulta interesante el siguiente caso: sea X un drea (una figu-
ra) cualquiera y C un circulo, tal que X<C; consideremos la magnitud C-X. Pues
bien, podemos inscribir en el circulo poligonos de un nimero de la forma 27,
cada vez mayor, de lados de manera que la diferencia entre el poligono y el cir-
culo sea menor que C-X, es decir:

C - P(2M) < C - X de donde se deduce que X < P21 < C
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Es decir, dadas dos magnitudes diferentes C y X, podemos encontrar otra
magnitud P(2™) comprendida entre ambas, lo que nos da idea “aproximada” de la
nocién de continuidad de las magnitudes y marca la diferencia con los niimeros
(enteros positivos para los griegos), para los cuales no se cumple esta propiedad,
pues dados dos niimeros no siempre es posible encontrar otro en medio. Ademas,
esta magnitud P es un poligono, lo que significa que es facilmente tratable por la
Geometria usando la proporcién y la semejanza. En resumen, dadas dos magnitu-
des diferentes, por muy pequefia que sea esta diferencia, podemos encontrar una
magnitud P intermedia tratable por medio de la proporcién, lo que nos permite
“atacar” cuestiones relativas a magnitudes cualesquiera por medio de otras espe-
cialmente manejables por la Geometria y tan proximas a aquellas como se quiera.

Este tltimo resultado tiene especial importancia en el marco de las demos-
traciones por el Método de Exhauscion, (nombre dado por Gregory de St. Vicent
en el siglo XVII) y usado para demostrar algunas de las proposiciones conteni-
das en el libro XII de Los Elementos. En efecto, en el prefacio del Libro I de su
tratado “Sobre la Esfera y el Cilindro”, Arquimedes atribuye a Eudoxo la prue-
ba de los teoremas que dicen que el volumen de una pirdmide es un tercio del
volumen de un prisma de igual base y altura, y que el volumen de un cono es un
tercio del volumen del cilindro de igual base y altura. En “El Método”
Arquimedes dice que estos hechos fueron descubiertos, aunque no probados, por
Demdcrito, quien consecuentemente tiene gran parte del mérito de los teoremas,
pero que fue Eudoxo el primero en aportar la demostracion rigurosa, es decir sin
hacer intervenir el infinito.

El Método de Exhauscidn lo podemos esquematizar de la siguiente forma:

Dadas cuatro magnitudes A, B, C y D queremos demostrar que forman una
proporcion, es decir que:

Syl o
wile)

Consideraremos los siguientes pasos:

1. Suponemos que no es asi, lo que significa que existird una magnitud X
tal que:

>
T
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Obsérvese que esto significa que aceptamos la existencia de la cuarta pro-
porcional.

2. Ahora suponemos que X<B y aplicando la Proposicién X-1 de la forma
expuesta anteriormente encontramos una magnitud P comprendida entre X y B,
es decir:

X<P<B

Aplicando la Teoria de las Proporciones llegamos a que esta magnitud P es
contradictoria, por lo tanto X no puede ser menor que B

3. Razonamos de forma andloga para X>B.

4. En consecuencia queda establecido que X=B.

Si analizamos el método anteriormente expuesto vemos que en €l confluyen
una serie de hallazgos matematicos orientados a evitar el abismo creado por la
aparicién del infinito en el seno de la Geometria: el nuevo concepto de razén, la
teoria de las proporciones derivada de este y la Proposicidén X-1 que sirve para
“dominar” la infinita divisibilidad de las magnitudes. Todo esto, junto con el
“razonamiento indirecto” restablecen el rigor en la demostracién, rescatando a la
Geometria del pozo de la doxa y devolviéndola a la Via de la Verdad. Y es evi-
dente que el héroe de esta historia fue Eudoxo de Cnido, aunque habria que decir
que este abismo siguid abierto a lo largo de la Historia y muchos pensadores de
todas las épocas han seguido dando vueltas a su alrededor. Para terminar, y a
modo de pequeiia ilustracion de lo contradictorio que subyace bajo la idea de
“infinito”, citaremos una frase del escritor Gilbert K. Chesterton:

“Nada encuentro tan maravillosamente bello como una ventana. Pero
si me dejase llevar por mis inclinaciones hacia un infinito nimero de
ventanas, acabaria por no haber paredes. E igualmente acabaria por
no haber ventanas”.
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